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Kapitel 1

Differentialgleichungen

1.1 Einleitung

Egal, ob Physik, Biologie, Chemie oder Wirtschaft - die Evolution von Systemen kann mit Losungen
von Differentialgleichungen beschrieben werden. Modellierung hat die Aufgabe, Differentialgleichun-

gen zu definieren, deren Losungen ein beobachtetes Verhalten wiedergeben.
Beispiel: Freier Fall

Sei s(t) die Entfernung eines Korpers K von seiner urspriinglichen Position:
e Die erste Ableitung v(t) = s'(t) heifit Geschwindigkeit.
e Die zweite Ableitung a(t) = s”(¢) heiit Beschleunigung.

Der Freie Fall wird durch eine Differentialgleichung 2. Ordnung beschrieben:

s'=—g g ist die Gravitationskonstante.

Die allgemeine Losung lautet:
1
s(t) = e1 + cot — §gt2.
Angenommen der Korper befinde sich zur Zeit ¢ = 0 in Ruhelage in der Hohe H, so haben wir

s(0) = H, 5'(0) = 0.

Aus s(0) = H folgt somit ¢; = H;
Aus §'(0) = 0 folgt co = 0.

Das resultierende Anfangswertproblem hat also die Losung

1
s(t) = ~5 gt* + H
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Beispiel: Haifische und Sardellen

Sei h(t) die Menge der Haifische zur Zeit ¢ und s(t) die Menge der Sardellen zur Zeit ¢:

Wiirden diese beiden Spezies getrennt leben, hiatte man:

R (t) = —ah(t) Die Haifische fressen sich gegenseitig, wenn es keine Sardellen gibt.

s'(t) = bs(t) Die Sardellen vermehren sich ungestort, wenn es keine Haifische gibt.

Allerdings im Zusammenleben:

R (t) = —ah(t) 4+ ch(t)s(t) Je mehr Sardellen, desto mehr Futter fiir die Haifische.
= Die Zahl der Haifische steigt.

s'(t) = bs(t) — ds(t)h(t) Je mehr Haifische auf Sardellen treffen,

umso weniger Sardellen gibt es.

Wir haben folgende Dynamik:

h A

\4

Abbildung 1.1: Dynamik

Rein formell versteht man unter einer Differentialgleichung eine Gleichung, in der unabhéngige Varia-

ble, Funktionen und Ableitungen von Funktionen auftreten.

Zum Beispiel:

Es sei F(z,y,4') =0  wobei  F(z,y,y) =y + 2xy (1.1)

y ist die gesuchte differenzierbare Funktion.
Eine L6sung von (1.1) in einem Intervall I ist eine Funktion y = y(x), fiir die (1.1) in I identisch
gilt. Zum Beispiel

ylx)=e " — Fla,y,y)=0 firzel

Samtliche Losungen von (1.1) sind durch y(z) = ¢ - e’ gegeben. c ist eine Konstante, die vom

Anfangswert bestimmt wird.
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Die allgemeine Form fiir eine Differentialgleichung n-ter Ordnung lésst sich immer in der Implizit-Form

F(z,y,9,y", 9", sy, ™M) =0 (1.2)

schreiben.
Eine Losung ist hier eine n-mal differenzierbare Funktion.

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung in expliziter Form (Normalform) schreibt man

y™ = f(z,y,9, .y V) (1.3)

Man nennt eine von = und n Parametern ¢y, ..., ¢, abhéingige Funktion y(z, ¢1, ..., ¢, ), die (1.3) erfiillt,
vollstéindiges Integral oder allgemeine Lésung von (1.3). Zum Beispiel, sei y” = 3y’ — 2y wobei

f(x,y,y") = 3y’ — 2y. Die resultierende Losung ist y(z, c1,c2) = c1€® + coe?®.

Die geometrische Darstellung einer Losung y(x) wird ” Lésungskurve” oder Integralkurve genannt.

»
»

\/

Abbildung 1.2: eine Losungskurve

Die Schar von differenzierbaren Kurven, die Losungen von einer Differentialgleichung sind, nennt man

Abbildung 1.3: eine Kurvenschar

”Kurvenschar”:

k

Die Parameter ¢y, ..., ¢, einer Losung y(z, c1, ..., ¢,) werden durch Anfangswerte bestimmt.

Ein fester Punkt zg € I und die Werte

y(zo0) = Yo, ¥ (z0) = yfs - ¥" (zo) = y§ " (1.4)

sind gegeben. Man nennt (1.4) die Anfangsbedingung.
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Das Problem (1.3) und (1.4) wird Anfangswertproblem (AWP) genannt.
Satz (Existenztheorem)

Sei f stetig im Intervall I; dann hat das Anfangswertproblem (1.3) und (1.4) in einer

Umgebung von zy zumindest eine Losung.

Beispiel 1:
y' =3y -2y  y(0)=0,y(0)=1
= y=—e®+e> .

Beispiel 2:

y=2yy y(0)=0
= y=0, y=2?
sind beide Losungen des Anfangswertproblems.

Die Stetigkeit von f geniigt aber nicht fiir die Eindeutigkeit!



Kapitel 2
Qualitative Theorie

Wir betrachten hier die explizite Differentialgleichung

y' = f(z,y) (2.1)

Die Funktion y(z) : I — R ist eine Losung der Differentialgleichung. Die Differentialgleichung (2.1)
gestattet eine geometrische Interpretation . Geht eine Losungskurve durch den Punkt (zg,yo), d.h.

y(xo) = yo, so betrigt ihre Steigung an dieser Stelle y' = f(xo,yo). Es ist tana = f(xzo, yo)-

VA

Y

\

X x

Abbildung 2.1: Steigung an der Stelle (z0, yo)

In diesem Kontext wird ein Zahlentripel (z,y,p) nun so gedeutet, dass p die Steigung einer durch
den Punkt (x,y) gehenden Geraden angibt. Man nennt dieses Tripel Linienelement. Die Gesamtheit
aller Linienelemente der Form (z,y, f(x,y)) ist ein Richtungsfeld.

Natiirlich " passt” eine Losung y(z) der Differentialgleichung auf das Richtungsfeld (tan o = f(x,y) V).
Ist umgekehrt eine Schar von differenzierbaren Kurven gegeben, welche die Menge D schlicht iiber-
deckt, so ldsst sich dieser Kurvenschar auch eine Differentialgleichung zuordnen.

Die Kurven f(z,y) = const., auf denen das Richtungsfeld konstante Steigung hat (p = const.), werden

Isoklinen genannt.
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Beispiele:

1. ¥y = f(z) Richtungsfeld abhingig von z ... Losungstyp: y = ®(x)+c. (Achtung! Die Isoklinen
sind vertikal!)

VA

\4

Abbildung 2.2:

2. ¥ =g(y) Richtungsfeld abhiingig von y ... Losungstyp: y = ®(z + ¢)
Sei y(x) Losung der Differentialgleichung, dann ist auch y(z+c¢) Losung der Differentialgleichung.

A

y Isokline

Abbildung 2.3:
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3.y = f(z,y) zB.: y =—2xy Richtungsfeld von = und y abhiingig.

Isokline

VA

Abbildung 2.4:

2.1 Begriffsdefinitionen

Anhand von Richtungsfeldern kénnen wir Losungen zeichnen. Um ihr Verhalten zu untersuchen fithren
wir neu Begriffe ein:

Trichter: Losungen kénnen sich asymptotisch (z — +00) an eine Kurve y(z) annéhern.
Abbildung (2.5) zeigt die Losungskurve fiir ¢’ = 2y — y2. Sie nihern sich der Kurve 7(x) = 2 fiir

T — 400

A
y

Trichter

\ 4

Abbildung 2.5: Trichter
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Antitrichter: Umgekehrt charakterisiert ein Antitrichter eine Kurve (), von deren Umgebung sich

die Losungen fiir x — +oo entfernen (Trichter fir z — —00).

>

Abbildung 2.6: Antitrichter

A
y

Vertikale Asymptoten: ' = ky?, k>0

J

y(ﬂ?) = c—k=x
x*=c/k

Abbildung 2.7: Vertikale Asymptoten

Allgemein: 3’ = ky® hat vertikale Asymptote fiir o > 1.
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Ziune: Fiir eine Differentialgleichung wird eine stetig differenzierbare Funktion a(x) Unterer Zaun

(Unterfunktion) genannt, wenn
d(z) < flx,a(z) zel (2.2)

Fiir eine Differentialgleichung wird eine stetig differenzierbare Funktion §(z) Oberer Zaun

genannt, wenn

B(x) = f(z,8(x) xel (2.3)

a(x) B

f(x,a(x))
f(x,B())

A\

Abbildung 2.8: Unterer Zaun «(x) und Oberer Zaun §(x)

Falls a(z) < B(z) fiir x € I, dann ist der Bereich a(x)
Falls a(z) > ((z) fiir € I, dann ist der Bereich a(x)

(2) ein Trichter.

y< g
y > [(x) ein Antitrichter.

IV IA

Satz: (Trichter)

Falls die Funktionen a(z) < ((x) einen Trichter bilden und y(z) eine Lésung von y' =
f(z,y) ist mit a(z*) < y(z*) < B(z*), dann ist a(x) < y(x) < B(z) fir alle z > z*.

Satz: (Antitrichter)

Falls die Funktionen a(z) > §(x) einen Antitrichter bilden, dann gibt es zumindest eine

Funktion y(z), Losung von ¢’ = f(z,y), sodass 5(z) < y(z) < a(x) fiir alle z € I.
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Dispersion: y' = f(x,y)
Die Dispersion % misst, wie schnell die Linienelemente auseinander (gTJ: > 0) oder ineinander
a
(a—i < 0) gehen.

Wenn g—i ~ 0, stehen die Losungen zusammen.

y y

\4
\4

Abbildung 2.9: links: %zjj > (0 und rechts: %?); <0

Satz: (Eindeutigkeit)

Falls a(z) > f(z) fur € I einen Anti-Trichter definieren und falls

lim |a(z) — B(z)] — 0 und Z—ch >0,

T —00 -

dann gibt es nur eine Lésung y von 3y’ = f(x,y), die im Anti-Trichter bleibt (fiir x — +00).



Kapitel 3
Elementar losbare Beispiele

Wir bleiben bei y' = f(z,y) und lernen Losungsverfahren:

3.1 Gleichungen vom Typ 1: ¢ = f(x)
Durch den Hauptsatz der Differential-Integral-Rechnung ist, wenn xy € I fest gewahlt wird
o) = [ f(s)ds
Zo

eine Losung der Differentialgleichung. Alle Losungen sind in der Form
y=a¢(x)+c (Konstante wird durch Anfangsbedingung bestimmt)

Vertikalen Isoklinen.

3.2 Gleichungen vom Typ 2: 3 = f(y)

Sei f(y) # 0: Man kann folgende formale Berechnung fithren:

', dy dy
Y = f(y), %*f(y) ?y)*dﬂf
Ay [
also: yf(zz):x—l—c

F(y,y0) =z +c

Horizontalen Isoklinen.

13



KAPITEL 3. ELEMENTAR LOSBARE BEISPIELE

3.3 Gleichungen vom Typ 3: v = f(z) - g(y)

Getrennte Veridnderliche:

4y _ x Ay _ x)dz
Lot@ st e =
Y1 dy _ 1 2\
o [ = s
= Losung: G(y) = F(z)+C

Satz: (Anfangswertproblem fiir y' = f(z)g(y))

Sei f(z) in I, stetig, g(y) in I, stetig und g(yo) # 0. Dann gibt es eine Umgebung von
xO,INxO, in der das Anfangswertproblem y' = f(x)g(y), y(xo) = yo genau eine Losung
y(x) besitzt.

Falls g(yo) = 0, gibt es die Losung y(x) = yo, weitere Losungen konnen eintreten.

3.4 Gleichungen vom Typ 4: ¢/ = f(ax+by+c¢) b#0

Man setzt:
u = ar+by+c sogilt fir u
W o= a+by
W = a+b-f(u) = siche Typ 2..y'=f(y)
e Beispiel:
Yy = (z+y)? mitu=z+4y

W =1+4* = wu=tan(z+c)

= y(z;c) = tan(x+c¢)—x

3.5 Gleichungen vom Typ 5: ¢/ = f(%)

Homogene Differentialgleichung

Man setzt: v : = %(3{:7&0)
y=ur = y =u -z+u
vr+u = f(u)

S W= (W -w)

Also eine Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen wie bei Typ 3.

14
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e Beispiel:
2
yo= o=t
wird zu v/ = —%,u(u) =1;
/uu2u’dx = —/xldx
1 1 &
d.h.: “33_ L e

=y = zv/1-3lgzx

3.6 Gleichungen vom Typ 6: 3 = p(z)y + q(z)

Wir betrachten allgemeine lineare Differentialgleichung der Form y' = p(x)y + ¢(x) wobei die Funk-
tionen p(x),q(z) stetig im Intervall T sind. Ist g(x) = 0, so spricht man von einer homogenen
Differentialgleichung, andernfalls von einer inhomogenen.

Die homogene Differentialgleichung 3y’ = p(x)y gehért zum Typ 3 - getrennte Verdnderliche. So erhélt

man eine Schar von Lésungen

yz,c)=c-e@ mit P(z) = / p(r)dr zyel

0

Wie bei Typ 3 gibt es nur eine Losung des Anfangswertproblems. Falls (zg, yo) = (20, 0), gibt es nur
die Losung y(z) = 0, keine weiteren Losungen sind méglich. Die Losung des AWP lautet:

@) =wn-expl [ p(r) dr)
Zo
Sie existiert in ganz I.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ¢y’ = p(z)y + ¢(x) ist gegeben durch

y(x) = y(z,c) + yp(z)

wobei y(z,¢) die Lésung von y' = p(z)y, also vom homogenen Teil der Differentialgleichung ist und
yp(x) ist eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
Um eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bestimmen, verwendet man die sogenannte

Methode der Variation der Konstanten.

3.7 Methode der Variation der Konstanten

P(z)

Sie besteht darin, dass man in der allgemeinen Losung y(z,c) =c-e der homogenen Differential-

gleichung die Konstante ¢ durch eine Funktion ¢(x) ersetzt. Der Ansatz lautet also

y) = cx) "
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man hat 3 —py = ce
y—py = de

o) = [T @)= [ s

0

Daher folgt, dass das Anfangswertproblem
y' =pla)y+q(z) mit y(zo) = yo (3.1)

wenn die Funktionen p(z),¢(z) in I stetig sind und xg € I genau eine Losung hat.
x
o) =@ Lo+ ot Oar) (2)
xo

Beweis:

Die durch (3.2) gegebene Funktion ist offenbar die Lésung von (3.1).

Die Eindeutigkeit ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:

Seien y; und y; Losungen von (3.1), so ist z(z) = yi(x) — y2(x) Losung von 2z’ = p(z)z mit dem

Anfangswert z(zg) = 0. Diese hat eine eindeutige Losung z(x) = 0, d.h.: y1(z) = y2(x), z € I.

Beispiel:

x
v =ay+0b, y(zo)=1yo P(x)Z/ a dt = a(z — xg)

0

y(x) = ea@—xo)-{/ be~(t=r0) dt+y0}
o
b
— a(zx—x9) | Z. _ —a(z—=x9)
o () =)

3.8 Methode der unbestimmten Koeflizienten

Abhéngig davon, welcher Klasse die Funktion ¢(x) angehort und falls p(x) eine Konstante ist, kann
man eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung mithilfe der sogenannten Methode der

unbestimmten Koeffizienten gewinnen.

Sei ¢(z) in einer der folgende Klassen

q(z) = asinz + Bcosx (3.3)
q(z) = a+bx+cx® + .. (3.4)
q(z) = €* + axe” + bre” + ... (3.5)
Beispiele:
y' =py+q(=) Yp()
y =y+sinz | —i(sinz + cosz)
y =y + 22 —(2+ 22 + 2?%)
yl — 621' 621‘
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asinz + fcosx | asinz + bcosx
a+ Bz +yx? a+ bx + cx?
ael® aeb*

3.9 Die BERNOULLI-Differentialgleichung

BERNOULLI-Differentialgleichungen sind gegeben in der Form

Y +g(x)y + h(z)y™ =0 (# 1, #0) (3.6)

Die Funktionen g und h seien stetig in I. Im Fall o > 0 ist (3.6) sicher definiert fiir y > 0; y = 0 ist
eine Losung. Fiir ganze Zahlen « ist auch y < 0 zugelassen. Multipliziert man (3.6) mit (1 — o)y~ %,

so erhilt man
(™) + (1 = a)g(x)y™* + (1 - a)h(z) = 0 (3.7)
Fiir die Funktion z = y!~% ergibt sich dann folgende lineare Differentialgleichung

7+ 1 -a)g(zr)z+ (1 —a)h(z)=0 (3.8)

—p(z) —q(=)

Ist eine Anfangsbedingung y(x) = yo vorgegeben, so hat man z(xg) = y5~* vorzuschreiben.
Gleichung (3.8) ist vom Typ 6.

Wir haben folgende moglichkeiten:

(=y) + g(—y) £ h(—y)* =0 { + oungerade

— « gerade
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a ungerade: Mit y ist auch —y eine Losung von (3.6)

1

y=*@|TF a#1

a gerade: Mit y ist auch —y mit h ersetzt durch —h eine Losung

e Beispiel:

AWP fiir obiges Beispiel:

. 1
y = (sign 2) - [2[7==

0 a =4 (gerade)

c(1 +2)® Losung der obige homogenen Gleichung
—3(1+x)* particulire Losung der obige Gleichung
c(1+ )% = 3(1 + x)?

|2/ ™= sign (=) =
1
VAPl o) -3

sign (¢(1+z) — 3)
hangt vom AWP ab

1
Y+ (—)y+ 14zt =0

14+

y0)=-1 = c¢-3=-1=c¢=2

= y(z) = - ... Losung

¢/ (14 2)2(1 — 22)

1
definjert in — 1< < =

2



KAPITEL 3. ELEMENTAR LOSBARE BEISPIELE 19

3.10 RICCATI-Differentialgleichung

Riccati Differentialgleichungen sind in der Form
v+ g(x)y + hz)y? = k(z) mit g, h, k stetig in I

Die Losungen diese Differentialgleichungen lassen sich - von Sonderféllen abgesehen - nicht in geschlos-
sener Form angeben. Kennt man jedoch eine Lisung ¢, so sind die iibrigen explizit berechenbar mit

Hilfe der Substitution y(x;c) = ¢(x) + u(z, ¢). Die resultierende Differentialgleichung fiir « ist
u' + g+ 2ph)u + hu? =0

also u geniigt einer BERNOULLI-Differentialgleichung mit o = 2.

e Beispiel:
2z +1 1
Y+ y——y* = w+2
x x
2 1 1
— g(z) = 2F Wz)=—--  k(@)=2+2
x
= pz) = = ... eine Losung
Yy = T+u
y/ — 1+ul
2 1
1+u’+( vt >( +u)—=(z4+u)? = z+2
x
1
(*) w4+ ~u—~-u* = 0 Bernoulli-Gleichung, o = 2
x x
1 1
z=ul" 2 z'——Q-u’
u u
1 1 11 11
* _ = r_ - I =
)1 (m u2> v T2 x u? x u? 0
1
Z—=z+=- = 0
x
>z = l+cx
1 1
Su=- =
z 1+cx
1
= = =
y=atu x+1—|—cx

3.11 Implizite Differentialgleichung erster Ordnung

Wir betrachten die implizite Differentialgleichung

F(z,y,4)=0 in D CR? (3.9)
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wobei F'in D stetig ist.
Die Differentialgleichung (3.9) definiert ein Richtungsfeld fiir

F(z,y,p) =0.

Jetzt kann ein Punkt (z,y) Tréiger von mehreren Linienelementen sein.
Ist F(Z,75,p) = 0 und (3.9) besitzt in einer Umgebung von (Z,%,p) eine eindeutige Auflésung in der
Form

p=f(z,y) mit stetigem f(z,y),

so ist (T,¥,D) ein regulidrer Punkt. Andernfalls wird er singulirer Punkt genannt.

Implizit-Satz:

Sind in einer Umgebung von (Z,7,p) € D C R? die Funktionen F(z,y,p) und F,(z,y,p)
stetig, und ist

F(z,y,p) =0, F,(T,y,p) #0
so ist (T,7,P) ein regulirer Punkt.

e Beispiel: Sei F(z,y,y') = y'? — 422

— F(x,y,p) = p°— 42>
F(x7yap):O :>p2_4l'2 = 0 = p::l:QJj
Ableitung davon : Fp(z,y,p) = 2p #0, fallsp#0
=42z ... =4z +
daraus folgt: Y v Y x2 “ ist dessen Losung.
y = —2x ... y=—-z"+c

3.12 Das Differential

Sei z = f(x,y) eine Funktion von (z,y). Das Differential von z ist gegeben durch

_of of
dz = azdm + 8ydy
Wir betrachten die Differentialgleichung
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (3.10)

Falls P(x,y) = P(x), Q(z,y) = Q(y), so sind sédmtliche Losungen von (3.10) gegeben durch

= /P(x)dxf /Q(y)dy =C
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Beispiel 1:

20 dr —9y> dy=0 = Losung: 2> —3y°=C

Beispiel 2:

rcosy dr++vVx+1lsinydy = 0
3
Wenny;é:tg,:tg,...undx>—1
haben wir ———dz + —2dy = 0

ve+1 cosy
2 k
= g(x—Z)\/a:—l—lg|cosy|=C , x>—1,y7é:t§ﬂ' (k=1,3,5,...)

Die Funktionen y = 47, :l:%”, ... sind auch Losungen.

3.13 Exakte Differentialgleichungen

Wir betrachten die Differentialgleichung
Y +2=0
Y
Losungen dieser Gleichung sind
y(z,¢) = £V 2 — a2

im offenen Intervall —|c| < z < |¢|.
In den Punkten = 4-¢ wird y = 0 und 3’ unendlich - die Differentialgleichung verliert ihren Sinn.
Zur Vermeidung solcher Schwierigkeiten stellt man Kurven in symmetrischer Form dar, also entweder
implizit

F(z,y)=C (2.B.: 22 +y* =c?)

oder in Parameterdarstellung

Entsprechend lautet die Darstellung einer Differentialgleichung erster Ordnung wie folgt:

g(z,y)dr + h(z,y)dy =0 (2.B.: zdx + ydy =0) (3.11)
oder
9(z,9)@ + h(z,y)y =0 mit = = z(t),y = y(t) (3.12)

Vorauszusetzen ist: g2 + h? > 0.
Die Gleichung (3.12) ist hier invariant gegeniiber einer Parametertransformation (t — 7).
Man nennt eine Differentialgleichung der Form (3.11) im Gebiet D € R? exakt, wenn (g,h) ein

Gradientenfeld ist, d.h.: wenn eine in D € R? stetig differenzierbare Funktion F(z,y) existiert, sodass

Fy(z,y) = g(z,y) und Fy(z,y) = h(z,y) in D. (3.13)

Das vollsténdige Differential einer Funktion F'ist dF' = F, dx + F}, dy.
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Eine Differentialgleichung ist also in D exakt, wenn man sie in der Form dF(z,y) = 0 mit F € C*(D)

schreiben kann. ' wird Stammfunktion genannt.

Satz:

Die Funktionen g, h seien in D stetig und g2 + h? > 0 in D. Ist die Differentialgleichung
g dz+h dy =0 in D exakt und ist F = C'(D) eine Stammfunktion (F, = g, F, = h),
so erhidlt man durch Auflésen von F(z,y) = ¢ simtliche Losungen (Integralkurven) der

Differentialgleichung.
e Beispiel:
(2zy)dx + (2> —1)dy = 0
g=2xy , h=2>-1
= F(z,y) =y(z* =1), da Fy(z,y)=2zy
Fy(,y) =* —1

Uber die Existenz und Konstruktion eine Stammfuntkion:
Satz:

Sind die Funktionen g(x,y) und h(z,y) in dem einfach zusammenhéngenden (e.z.) Ge-
biet D stetig differenzierbar, so existiert eine Stammfunktion F'(z,y) mit der Eigenschaft
Fy(z,y) = g(z,y), Fy(z,y) = h(z,y) genau dann, wenn

9y(2,y) = ha(z,y), (2,y) €D (3.14)
gilt. Man erhélt eine Stammfunktion als Kurvenintegral

(z,y)
Flz,y) = / /( Loty + Az )

Die Bedingung (3.14) (und e.z.) garantiert, dass dieses Integral vom Weg unabhéingig ist.

Bemerkung:

Eine Differentialgeichung y' = f(z,y) kann man in der Form (3.11) schreiben, wenn

f(xvy):_z =

dann F(z,y) = ¢ definiert y = y(z, ¢) in impliziter Form und wir haben

,_dy _ Fi(z,y)

9(x.y) _ o
VT TRy by 1Y

also ist y = y(z, ¢) Losung von y' = f(x,y).
Eine Anfangsbedingung bestimmt ¢: F(x0,y0) = c.
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Falls g, # hg, ist es manchmal maoglich, eine in D stetige Funktion M (z,y) # 0 zu finden, sodass die
Gleichung

(M(z,y)g(,y)) dz + (M (2, y)h(z,y)) dy = 0

exakt ist. M wird der Eulersche Multiplikator genannt.
Es muss (3.14) gentigen, d.h. dass
(M g)y = (M h),

also
My g+ M gy =M, h+ DM h,

sein muss (Diese ist eine PDE!).

Man kann ein M bestimmen, welches nur von x oder y abhéngt. Der Ansatz

—hy M
M = M(x) fiihrt auf 9y bl v (g M),
. hy —g M’
M = M(y) fihrt auf % =2 = (Ig M),
Beispiel:
ydr+2x dy = 0 ist nicht exakt.
angenommen M = M(y), dann
hy — 2—-1 1
ot = = (g M),
g Y Y
also M =y und
y? dz+2zy dy = 0 ist exakt.

Beide Ansitze konnen erfolgreich sein.



Kapitel 4

Existenz und Eindeutigkeit

4.1 Satz von PEANO

Der Satz von Peano (Giuseppe PEANO, 1858-1932) lautet:

Die Funktion f(x,y) sei stetig auf dem kompakten Rechteck
R={(z,y): [z — 20| < a,|ly —yol <b; (a,b>0)}

und es sei

b
M = ) ) = i s |

Dann gibt es mindestens eine auf [xg — a, 2 + o] existierende Losung des AWP

y/ = f(a:,y), y($0) = Yo-

Beweis:

Wir verwandeln das AWP in ein Fixpunktproblem: Sei y(x) eine Losung von y' = f(z,y), y(zo) =
Yo, und z € J C [xg — a,xo + a], (xg € J). Dann, kénnen wir folgende schreiben

) = y(eo) + [ ) d, wed

wobei f ist stetig, so dass y(z) differenzierbar ist. Im Folgenden sei

J=[x0—a,z0 + q]
C(J) die Menge der auf J stetigen Funktionen
K={yeC(J):|y(x) —yo| <0bfiir alle x € J}. (K # 0)

Jedem y € K ordnen wir Ay € C(J) zu:

(Ay)(z) = o + / Fty) dt, Voed

Zo

24
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Wir haben also
[(Ay)(z) —yo| < |z —x0| M <aM <b VzelJ

das heiffit Ay gehort zu K und A bildet K in K ab. Somit haben wir:

Eine Funktion y € K 16st genau dann (auf J) das AWP, wenn sie ein Fixpunkt
der Abbildung A: K — K ist, d.h. genau dann, wenn Ay = y.

Der Satz von Peano ist also bewiesen, sobald wir die Existenz eines Fixpunktes von A

verifizieren kénnen. Dafiir setzen wir folgende néchste Schritte ein:

e (C(J) machen wir vermoge der Maximumsnorm

[Y]loo = glg}ly(x)l

zu einem Banachraum.
e K C C(J) ist eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge dieses Raumes.

e Wir zeigen dass A stetig ist.
Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f auf R konnen wir § > 0 so bestimmen,
dass gilt
Fey) = fla2) < = i ly - 2| <9

Sind nun y, z € K mit
lly — 2]loo <& also |y(x) —z(x)| <6 VzeJ
so bleibt
€
Fley(@) ~ fa @) < S Vaes

und somit haben wir:
(Ay) (@) = (A2)(@)| < |z =0 = Sa==c VaeJ

also auch ||Ay — Az|lec <& =-. Daraus folgt die Stetigkeit von A.

o Jetzt zeigen wir dass die Bildmenge A(K) von A relativ kompakt ist.
Sei y € K. Dann ist

L [(Ay)(z)| < yol + oM Vx e J
2. |(Ay)(z1) — (Ay)(z2)| < |x1 — 22| - M Vi, 290 € J

Diese Resultate: Die Funktionenfamilie A(K) ist also 1.) punktweise beschriankt und
2.) gleichgradig stetig auf J; lassen uns den Satz von ARZELA-ASCOLI verwen-
den: Enthélt daher jede Folge aus A(K) eine auf J gleichmiflig konvergente Teilfolge,

und da diese auch im Sinne der || - || konvergiert, ist A(K) relativ kompakt.

Mit Hilfe des zweiten SCHAUDER’schen Fixpunktsatzes (Satz 230.4, Heuser II) ist
die Existenz eines Fixpunktes von A dann sichergestellt.
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Folgende Sédtze haben wir gebraucht: Satz von ARZELA-ASCOLI
und Satz von SCHAUDER.

Satz von ARZELA-ASCOLI
Jede in J = [a, b] gleichgradig stetige Folge von Funktionen
Y1 ($)7 y?(‘x)a ey Z/n(af)7 .

mit |y, (x)] < ¢ fiir x € J, n > 1, enthélt eine in J gleichméBig konvergente Teilfolge.

Kompaktheit

Eine Teilmenge K eines normierten linearen Raumes B heifit kompakt, wenn jede Folge (y,,) aus K
eine konvergente Teilfolge mit Limes in K besitzt.

Die Menge K C B heifit relativ kompakt, wenn K kompakt ist.

Ein Operator A: K — B mit K C B heifit kompakt in K, wenn A(K) relativ kompakt ist.

Fixpunktsatz von SCHAUDER

Es sei K eine abgeschlossene und konvexe Menge eines Banachraumes B (z.B. C(J))und A: K — B
ein in K stetiger und kompakter Operator mit A(K) C K. Dann besitzt A in K mindestens einen
Fixpunkt.

4.2 Fixpunktsatz von WEISSINGER

Als Vorbereitun fiir den Beweis von Picard-Lindel6f Satz iiber die Eindeutigkeit der Losung eines

AWPs, diskutieren wir jetzt den Fixpunktsatz von Weissinger:

Sei U # 0, U abgeschlossene Teilmenge von B, B Banachraum mit Norm || - ||, ferner Y ° | a, eine
konvergente Reihe (o, > 0) und A: U — U eine Selbstabbildung von U mit

[|A"u — A"|| < apllu—v|| Vu,v €U, neN,

dann besitzt A genau einen Fixpunkt (Au = w).
Dieser Fixpunkt ist Grenzwert der Iterationsfolge (A™ug) bei beliebigem Startelement ug € U also
w €U up = A up_1).

Beweis: Wir haben dass

[tns1 — unl] = [[A"ur — A™uol| < anlfur — uol|

dann
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HunJrk - un” < ||Un+k - UnJrkle + ||un+k71 - Un+kf2|| + +||un+1 - un”

< ((Xn+k_1 + AOptk—2 + ...+ an) ||U1 — ’LLOH (41)

—0 fiir n,k—oo

das heifit (u,,) ist eine Cauchy-Folge.
Somit gibt es einen Grezwert u in dem vollstdndigen Raum B. Da alle u,, € U, und U
abgeschlossen ist, ist u € U.

Dieses u ist der gesuchte Fixpunkt.
lunt1 — Aul| = [|Aup — Aul| < a1 [Jun —ul| — 0 n—o0
strebt (u,) gegen u und gegen Aw und somit haben wir
Au = u.
Wiire v € U noch ein Fixpunkt von A, so hétten wir
[Ju— vl = [[A"0 — A™0]| < ap lu— o] — 0 n— oo

Daraus folgt, dass u = v (Eindeutigkeit).
Fehlerabschiitzung: von (4.1) mit k — oo folgt dass

o0
[lu = un|| < (Z au> [ur = uol|-
v=n

4.3 Satz von PICARD-LINDELOF

Die Funktion f(z,y) sei stetig auf dem kompakten Rechteck
R={(z,y): |z —z0| <a, [y —yo| <b} (a,b>0)

und habe dort eine stetige Ableitung nach y oder etwas schwicher: Sie geniige einer ,,Lipschitzbedin-

gung* beziiglich y, d.h. es gebe eine positive ,,Lipschitz-Konstante“ L mit

fiir alle (z,y), (z,7) aus R.
Dann besitzt das AWP y' = f(x,y), y(xo) = yo genau eine Losung y(x) auf J = [zg — o, 29 + .
Hierbei ist

« = min (a, ]\1)4) mit M = max |f(z,y)|.

(z,y)ER

Die Losung y(x) kann iterativ gewonnen werden. Geht man nédmlich von irgendeiner Funktion

2eK={yelC(J):|lylx)—y| <b VrelJ}
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aus, und setzt
zn () = Yo +/ flt,zn_1(t)) dt firneN,xzeJ
o
so strebt z,(z) — y(x), und zwar gleichmifig auf J. Fiir die ,,sukzessiven Approximationen® z,, gilt

auf J die Fehlerabschiatzung

V. xzeJ

y(z) — za(a)] < (Z (“L,)> max 21 (z) — z0(z)]

v=n

Beweis:

Wir bedienen uns dazu des Weissinger’schen Fixpunktsatzes mit U = K und B = C(J),

ausgeriistet mit Maximumsnorm. Hier ist A der Operator
(An)@) w0+ [ Fltu0) at
xo
Induktiv via Lipschitzbedingung zeigt man, dass

(Amu) (@) - (A™0)(2)] < L=l (€ N,z € J) (4.3)

|x — x|
!

(i) fir n=1 folgt von (4.2), dass

|(Au)(2) — (Av)(@)| < L - [x = zo] |Ju = v[|oo

(ii) sei (4.3) fiir n — 1 geltend:

(AP ) (@) — At )] < 2 ety
- (n—1) >
Dann
(A"u)(2) — A™)(2)] = [(A(A"'))(z) — (A (A" 1)) ()]
~—— ——
Y1 Y2
x x x
< / ft (@) dt—/ fty2(1)) df‘ < / Llyy(t) — y2(t)] dt
o o) Zo
= [ mar o - @A)
zo
T _ n—1 _ n
S/ %Ln”u_ww i = MULHU_UHOO
w  (n—1)!
Somit ist (4.3) bewiesen. Daraus folgt:
n n (aLl)"
A" = A%v]loo < ——|lu = vllo
Den ganzen Rest besorgt der Weissinger’sche Fixpunktsatz mit «, = (aL) Folgende

vl
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Fehlerabschéitzung gilt

@) 2@l <3 B )

Bemerkung 1: Hat f(z,y) eine stetige Ableitung nach y: Da R kompakt ist, folgt (Weierstrass) die

Existenz von L > 0 so, dass
|fy(z,y)| <L

und so ist auch
lf(z,y) = f(x,9)| < Lly—73l,  (2,v), (v,7) € .

Bemerkung 2: Wir brauchen keine Differenzierbarkeit nach x.

Beispiel zum PICARD-LINDELOQOF-Iterationsverfahren:

zn(x) = yo + /I ft, zn—1(t)) dt 20 € K.

Sei f(z,y) =y, ¥ =y, y(0) = 1 = yo: Dieses AWP ist #iquivalent zu

wo) = 1+ [ w0 a
0
Sei zp(xz) = 1
z1(x) = 1+/ ldt=1+z
0
T 1,2
zo(x) = 1+/(1+t)dt:1+:c+§
0 .
usw.
T 1‘2 xn
zn(x) = 14 | zpa(t)dt=14+2+—=+..+—

2
Dae*=1+z+ %r + ... sieht man, dass z,(z) gegen e® konvergiert: Die Losung des AWP.



Kapitel 5
Systeme von Differentialgleichungen

Seien f1(z,y1,---Yn)s f2(, Y15 -Yn), o, fn (T, Y1, ---Yn) n Funktionen definiert auf D C R™" ™, (2,91, ...y,) €
D. Sie bilden die rechte Seite eines Differentialgleichungs-Systems:

yll = fl(xvylv'“yn)
ys = f2(z,y1,-Yn)
y;L = fn(wvylvyn)

Die Funktionen (y1(z), ..., yn(z)) bilden eine Lésung in einem Intervall J C R, wenn sie differenzierbar
sind und diese Gleichungen identisch geniigen.

Wir machen im folgenden von der Vektorschreibweise Gebrauch:

yl(z) fl('rvyl?"'yn)
y(z) = : f(z,y) = :

Yn () In(®, 91, -Yn)

So bedeutet fiir y(x) stetig differenzierbar, dass jede Komponente y;(x) stetig differenzierbar ist.

Ebenso sind Ableitung und Integral definiert:

Yi () [P yi(@) da

v (@) ) [ () dr

Wir werden die Euklidische Norm verwenden:

o] = V]or]? + .+ foa?

30
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5.0.1 Existenzsatz

Ist f(z,y) in dem Gebiet D stetig und (xo,yo) € D, so besitzt das AWP

y/ = i(wvy)’ y(l"O) =Yy

mindestens eine Losung.

5.0.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Die Funktion f(z,y) sei in dem Gebiet D C R™*! stetig und geniige in D einer lokalen Lipschitz-
Bedingung beziiglich y. Dann besitzt das AWP

y = [y ylzo) =y,

wenn (:Eo,go) € D ist, genau eine Losung.

5.0.3 Existenzsatz im Komplexen

Die von n+ 1 komplexen Variablen (z,wy, ..., w,) € D C C"*! abhingige Vektorfunktion Sf(z,w) mit
Werten in C” sei in D holomorph (d.h. Jede Komponente sei nach allen n 4+ 1 komplexen Variablen
stetig differenzierbar) und es sei (zo,w,) € D. Dann besitzt das AWP

w' = f(z,w) w(z0) = w

in einem Kreis |z — z9| < a, a > 0 genau eine holomorphe Losung w(z).

5.1 Lineares System von n Differentialgleichungen

yi = an@)y + a@)yy +--+ an(@)y. +  fi(z)

vy = an(x)yn + ax(@)yy 4+ am(@)yn +  fo(z)
= + ot +

y;L = anl(m)yl +  ap2 (x)yQ +-+ ann(a:)yn + fn (l‘)

oder in der Matrizenschreibweise

5.1.1 Existenz-, Eindeutigkeits- und Abschitzungssatz

Die Funktionen A(z), f(z) seien stetig in einem Intervall J, und es sei xg € J. Dann hat das AWP

y = Ay + f(2), y(xo) =y,
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genau eine Losung y(x). Sie existiert in ganz J. Ist I ein Teilintervall von J, x¢ € I und
|A(z)] < L und ‘i(x)’ﬁ& rel, ‘yo‘gfy
so besteht die Abschétzung
Liz—x0| g L|z—xo] :
[y(@)] < qeFlrmol 4 2 (eHlemnl — 1) in 1.

Wir werden vertrégliche Normen verwenden. Es sei |A| eine Norm in R"*™ und |y| eine Norm in R™.

Vertréagliche Normen sind die dass

A Bl <|Al-|B (5.1)
Ayl < |A[- |yl (5.2)
Beispiel 1: |A| = ZZ la;] ly| = max; |y;|.

Beispiel 2:  [A] = /37 ai;|? lyl = v/ 22 [l

Beispiel 3:  |A| = max,, % Yoher Cklarm| Yyl =D n_1 cklyrl
c, >0, k=1,2,...,n

5.2 Homogene lineare Systeme

Ist A(x) in J reellwertig und stetig, so bilden die reellen Losungen y(x) der homogenen

Gleichung einen n-dimensionalen reellen linearen Raum.

Folgerungen:

(a) Eine Linearkombination von Losungen

y(r) = clgl(z) + CQQQ(I) +...+ ckgk(x)

stellt wieder eine Losung dar.
(b) Ist y(x) eine Losung und y(xo) = 0, x¢ € J, so ist y(x) =0in J.

(¢) Man nennt k Losungen Ypsoo Yy, linear abhingig, wenn Konstanten cq, ..., c; mit

ler] + ... + |ck] > 0 existieren, sodass
clgl(x) +eoy2(x) + ...+ ckgk(:ﬂ) =0.
Andernfalls werden sie linear unabhiéingig genannt:

Clyl(x)+C2g(2($)+—‘ergk(J}):Q = ClZCQZ.-.:Ck:O-

(d) Fiir k£ > n sind k& Losungen linear abhéngig.
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(e) Ein System von n linear unabhéngigen Losungen {y,,...,y } wird Hauptsystem
oder Fundamentalsystem genannt. So lésst sich jede Losung y als eindeutige Linear-
kombination

gzclyl+...+cngn

darstellen.

Eine Losungsmatrix ist definiert durch

so haben wir

C1
y=Y-.c wobel ¢ =
Cn
Beispiel:
v = 1 o+ 3y
Y5 51+ 3y2

6—21 66.'11
y1<x) = ( _672‘% ) y2($) = ( geﬁx )

Tatséchlich sind diese zwei Losungen linear unabhéingig: setzen wir

B B c1e”% 4 3cqeb”
0=ay, +cy, = e 4 Beyede

c1 + 3¢ 0
— = Cc1 = 0, Coy = 0
—c1 + 502 0

also lineare Unabhéngigkeit.

fiir x = 0 ist

Nehmen wir Beispiel 1 von frither: |A| = Z?J la;;|, so ist

2
|A(z)] =12 =L und fir y0:<1> lyol =2 =7~

so besteht die Abschitzung

ly(z)] <2- el2lel,

33
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5.3 Die Wronski-Determinante

Ist Y(z) = (y,,...,y, ) eine Lésungsmatrix, so nennt man ihre Determinante

o(x) = det Y(x)

die Wronski-Determinante des Losungssystems.

Satz:

Die Wronski-Determinante eines Losungssystems ¢(z) geniigt, wenn A(x) in J stetig
ist, der Differentialgleichung
¢’ = (spA(z))¢ in J,

wobel

sp A(x) = a11(z) + age(x) + ... + ann(x)

die Spur von A ist.

Folgerung:

Die Wronski-Determinante ist entweder identisch Null oder iiberall nicht Null.
Die n Losungen (y,(z)) bilden genau dann ein Hauptsystem, wenn ¢ = det Y # 0 ist.
Das Nichtverschwinden der Wronski-Determinante ist ein notwendiges und hinreichendes

Kriterium dafiir, dass ein Hauptsystem vorliegt.

Beispiel:

y1<0><_1> y2<0>(§> ¢<0>det<_1§>8

6—21 3661

_672‘% 566a:

d(z) = ¢(0) e =8 ' detY(x) = ( ) = 5e'" 4 3e'” = ge'l”

34

Es ist im Allgemeinen nicht mdéglich, die Losungen eines homogenen Systems in geschlossener Form

anzugeben.
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5.4 Das Reduktionsverfahren von d’Alembert

Wenn eine Losung bekannt ist, ldsst sich das System n-ter Ordnung auf ein System von (n — 1)
Differentialgleichungen zuriickfiihren. Ist y, (z) eine bekannte Losung von y’ = A(z)y, so macht man

fiir die weiteren Losungen den Ansatz

y(@) = () -y, (2) +2(r) mit z(z) =

Dann ist y(x) eine weitere Lésung, wenn
2 =AYy,
Fiir die erste Komponente bedeutet das:

n
doayz =Yy (i=1)
=2

Fiir die i-te Komponente (2 < i < n)

also ein homogenes lineares System (n — 1)-ter Ordnung unter der Voraussetzung y,; # 0 oder aber
yp(x) #£ 0. Ist (0, 22, . .., z,) bekannt, so ergibt sich ¢ aus (5.3):

1 n
Plx)= | — a1z | dx
(z) Yo 2_: 15~y
Jj=2
Beispiel:
/ 1 1

= - = -1
g i o asod@) = {7,
Y2 = 2h +  ZY2 Pra

hat die Losung y, (v) = < . )

Wir setzen z(x) = ( 0 ) und y(x) = Y(z)yp(x) + 2(z)

22
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Daraus folgt

s ()

z
—22—¢/$2 _ 0 B _22_w/x2 _ wl:—;%
2o+ 4 2o+ B=(3-%)z

1
2h==20 = (eine Losung) z(x)==x und

/N
RS
N—————
I

x
Y(x) = — Z—gdx:—/%dx:—lgx
x x

und eine weitere Losung des Systems ist

22 0 —2?lgx
y(z) = P(2) y,(2) + 2(z) = — gz < —r > T < T ) - ( xlgm—gl—x >

(gb, g) ist ein Hauptsystem.

5.5 Inhomogene Systeme

Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall

y =A@y + f(z)
SATZ:

Man erhilt sémtliche Losungen y(x) der inhomogenen Differentialgleichung in der Form

v=y,+ty,

wobei Y, eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung 3" = Ay + f ist und Y, alle

Losungen der homogenen Differentialgleichung durchliuft.

5.5.1 Methode der Variation der Konstanten
Ist Y(z) ein Hauptsystem (Losungsmatrix) von Losungen der homogenen Differentialgleichung, so gilt
y, (@) =Y(z)c

Die Konstanten (cy, ¢a, ..., ¢, ) werden nun durch Funktionen von x ersetzt und man sucht eine Losung

in der Form
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Nach der Substitution hat man dann

Y(x)-d(x) = f(2).

Da Y ein Hauptsystem ist, ist die Wronski-Determinante det Y # 0, also existiert Y~

in J stetig. Daraus folgt

ofz) = / Yole) - () dt

und
gp(m) = /Y(x)Yfl(t) f(t) dt
SATZ:
Das AWP
y=Ay+f  ylzo) =y,
hat eine eindeutige Losung y(z) = Y (z) - ¢+ Y, genauer
T
y(z) =Y (2) - Y ! (z0) Y, +Y(2) / YUt) - f(t) dt
Zo
Beispiel:
yll = %yl - Y2 + X €T
€Tr) =
vy = Hy o+ Zy — 2? i@ (—w2>

0
und zusétzlich sei noch zp =1 und yo = ( 0 ) gegeben.

2 _ 21
Y(x)z( x rolgx )
—x zlgrx+x

b d —b
Zur Erinnerung: B = ( “ > = B l= ad}bc - ( ) also
c d —c a

_ 1 r(1+1gz) 2%lgx
y-! = —.
@) = o < e
_ 1 1+1gr —2%lgx
y-1 . - .
@ J@) = 5 ( o

37

L(z), und sie ist

* 1 214 (4—22%2+21 1
/Y*l(t»f(t)dt _ L (et +2ga)lge
1 = 4 4lgr — 222 + 2
x 1 (22 — 1+ 2lgx — 21g% )
z) = Y()YHt)- f(t)dt = —-
Qp() /1 (@) (®) - £ 4 <w(3—3x2+21g:€+2lg2x)

)

Wie bei skalaren Differentialgleichungen, im Fall von konstanten Koeffizienten und wenn f bestimmten

Funktionklassen gehort, konnen wir die Methode der unbestimmten Koeffizienten verwenden um eine

particulidre Losung zu finden.
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Systeme mit konstanten

Koeflizienten

In dem homogenen linearen System 3y = Ay sei A = (a;;) eine konstante Matrix.

6.1 Exponentialansatz von EULER

Man erhélt alle Losungen aus dem Ansatz

cire

Cco€e

Ac=Ac (6.1)

genugt.

Ein Vektor ¢ # 0, welcher der Gleichung (6.1) geniigt, wird Eigenvektor genannt. Die Zahl A heif}t
der zu ¢ gehorige Eigenwert der Matrix A.

Die Gleichung (6.1) (oder (A — AI)c = 0) ist ein lineares homogenes Gleichungssystem fiir ¢. Es hat

eine nichttriviale (¢ # 0) Losung, wenn

air — A a12 ce Q1n
a1 agg — A - a2n
det(A — \I) = . , . , =0
a/ln .. PR ann [ A

38
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Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P,,(\) = det(A — AI).
P, () besitzt n reelle oder komplexe Nullstellen, wobei jede Nullstelle entsprechend ihrer Vielfachheit
gezihlt wird. Den zu A gehorenden Eigenvektor ¢ erhélt man durch Losen des Systems (A — A )c = 0;
¢ ist nur bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt.

Wir konzentrieren uns auf reelle Systeme und wir suchen reelle Lisungen.

Bei reellem A geniigen mit A und ¢ auch die konjugiert komplexen Gréfien A und ¢ der Gleichung (6.1).
In diesem Fall fithrt die Aufspaltung in Real- und Imaginérteil auf dieselben zwei reellen Losungen.
Ist A = pu + iv ein komplexer Eigenwert und ¢ = g + ib ein zugehoriger Eigenvektor der Matrix A, so
Az

ergeben sich aus der komplexen Lésung y = ce™® zwei reelle Lésungen:

2z, = e’*{acosva — bsinvz} sowie  z, = e*{asinvz + beosva}
Beispiel:
o= o~ 2 1 -2 0
ys = 4y — 22 — 3 4 -2 -1
Es ist

11—\ —2 0
PsN)=| 2 =X -1 |=0-X-(V+x1x+2)
4 =2 —1-2)

Daraus ergeben sich die Eigenwerte: ;3 = —% + z? und A3 = 1. Um die Eigenvek-

toren zu bestimmen, 16sen wir

3_4vT 9 0 x 0
Eigenvektor ¢; : 2 % — Zg -1 1y l=10 =
-2 Ll z 0
= = 2 = 2 +1 0
4 4 0

Dann ist ¢, = ¢; und ¢; = (1,0,2)7.

So haben wir

- /s N _
) 2 2
z; =e 2% 2 | cos g:c — 0 sin g:c
- 4 0 -
-/ 3 N Z
2 2
29 =€ 27 2 sin gajﬁ— 0 cos gx
4 0 ]

I
w
|
(9]
8
N O o



KAPITEL 6. SYSTEME MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

6.2 Lineare Transformation

Ist C eine nicht-singuldre konstante Matrix, so gehen durch die Abbildung
y=Cz = z=0C *1y
die Losungen von 3’ = Ay iiber in die Losungen z(x) von
Z =Bz mit B=C1'-A.C

und umgekehrt.

40

Besitzt A n linear unabhéngige Eigenvektoren ¢4, ..., ¢, und setzt man C = (¢, ¢y, ..., ¢,), SO ist

AC = (\icy, MGy -3 Anc,)  und  CT'AC =B  mit

A0 0
0 A
B= ? :
0
0 0 A
so ist (6.2) in der Form
21 =Mz 2 = eM?®
zh = Aazg 29 = M2
mit Losungen
zl = Anzn Zp = eMn®
und so ist
Y(2) =C Z = (c;eM%, ce™®, ... ¢, e™®).

Dies im Falle von n linear unabhéngigen Eigenvektoren!

Im allgemeinen Fall existiert zu jeder Matrix A eine nichtsinguldre Matrix C, sodass

] 0 - 0
B=C"'AC, B = 0 1] JORDANSsche Normalform
0
0 0 [Ji]
Ao 1 0 0
0o N 1
mit [J;]...Jordan-Kasten: J; = TR r; X r; — Matrix
Ao 1
0 0 N

mit ry + 1o+ ...+ 1 =n.

Wir haben P,(A) = (=1)"(A = A1) (A= A2)™2 ... (A — Ap)™™.
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Beispiel:

A1 0
0 A 0
0 0 X
B =
v ]
0 [ v 1 ‘|
0 v
Die Losung von 2z’ = Bz sind
AT e %xQeAm
0 e)uL xe)@ 0

Daraus folgt: y = Cz, das heifit: y = P, (z)e’".

—m

Also: Zu einer k-fachen Nullstelle A des charakteristischen Polynoms gibt es & linear un-

abhéingige Losungen

Y, = Py(z)e”, ... Y = Py (x)e

mit P, (z) = (P"(z),..., P™(z))T, wobei P/"(z) ein Polynom mit einem Grad < m ist.

Falls, zu k-fachen Nullstelle A, das Problem (A — AI)c = 0 k linearen unabhéngige kon-

stanten Eigenvektoren hat, dann sind P, (z) = ¢ wie bei dem Fall k = 1 zu wéhlen.

Beispiel:

i o= 1 o— Y2 a1
vy, = 4y — 3y 4 -3

Aus det(A — M) = A2 + 2 + 1= (A+1)2 =0 folgt: A = —1 und r = 2, sowie

A\ = 2 -1
4 -2

Dies hat nur eine linear unabhingige Losung ¢ = (1,2)7, also ist

Eine zweite linear unabhiingige Losung ergibt sich aus dem Ansatz y = P, (x)e’®, d.h.

a+ bx e
Yy, = €
=2 c+dx
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Es ergibt sich: a =0, b=1, c=—-1, d=2:

Weitere k-fache Nullstellen

Fiir m linear unabhéngige Losungen

42

y,(x) = Pylz)e” y,(x) = K
QQ(I) = P(x)eM Qg(x) = K26)\w+53x6)@

x T T z2 Aw zm L T
y, () = P, _(z)e y, (@) = K+ Ko’ + K o5eN + o+ Ky (e’
Beispiel:

3 —18
Ay A=
v-a o a-(3 )

det(Af)\I):()\+3)2:O =AM =X=-3

3+3 —18

(A= Az =0
2 —9+3

m_xn_(

61’17181‘2:0 I1:3
=
21}1 —633‘2 =0

T2

3 3
Damit haben wir: K; = ( ) ) sowie y, ( ) ) e=3%. Jetzt setzen wir

gz :KQB)\:C +K3$6)\$

Dann muss folgende gelten

(A-MK;=0 = K;=K,

(A= MK, = K

Wir berechnen K,:

6 —18 1 3 6x1 — 18x9 =3
= = To =
2 —6 xTo 1 2I1 — 61‘2 =1

o wl=
~——
I=
|
A/
N
~—
(9]
¢
_|_
—//
=W

2o -1 1
6 ,331—271’2—
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Formel fiir 2-fache Nullstelle )\:

(A—XHK, =0 glzﬁle’\w
(A= N)K, =K, dh: oy, = K,e? 4+ K ze”

Formel fiir 3-fache Nullstelle \:

yl — Kez\w
gg :Kxe)“'” +£6A:p
Qg — 7%6/\1 +£x€)\x +Q€)‘z

(A= XK =0
(A-ADP = K
(A-ADQ=P

6.3 Die Eliminationsmethode bei kleinen Systemen

Durch Substitution eliminieren wir eine der unbekannten Funktionen. Hier wird der Operator D =

als Koeffizient betrachtet.

Beispiel 1: Sei D = %

'—22=0 Dy—2z=0
Y : man schreibt: 4 :
2 =3y=0 Dz—-3y=0
x D | D’y —-2Dz=0
4 : Summe: D%y —6y=0
X 2 2Dz —6y =0
3 3Dy —6z=0
% yoE Summe: D%z —62=0
x D | D?°2—=3Dy=0

Losung von ¢’ —6y =0 ist y= c1eV6% 4 cpe—Vor

Loésung von 2"’ —6z2=0 ist 2z= 036\/&” + e~ Vo

Es gibt nur 2 unabhingige Konstante. Um diese Konstanten zu bestimmen, setzt man die

Losungen in den urspriinglichen Gleichungen ein:
e1VBeV5 5 (—V6)e ™0 — 2050V — 20467 VBr =
dh: (a1v6 - 2‘33)6\/61 — (c2V6 + 2¢:4)e*\/g”” =0

6
also: ¢3 = 701 und ¢4 = ——co

e Yy 1 N 1 Bz
So ist die Losung des Systems: =c e +c e

Beispiel 2: Inhomogen

43

d

dx
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Iy — 5= et D—1)y—z=4e"

y-—y—= ¢ man schreibt: ( Jy = ‘
Z=3z+y=-1 (D=3)z+y=-1

-1 —(D-1 = —4e”

X ( Jy+z ¢ Summe: (D—1)(D—-3)z+z = 1—4e”
X(D—=1) | (D=1)(D=3)z+(D—-1)y=1

= (D?*—4D+3)z+2z=1—4€"

Man findet: (D —2)%2=1—4e* Loésung inhom.: z = c1e* + cowe® +  — 4e”

(D —2)y =—1—8¢e* Losung inhom.: y = cze** + cywe?® — i — 8e”

Man substituiert im System nun zuriick: ¢4 = ¢ und ¢3 = ¢; — ¢o und erhilt somit:
1 x
T c1— ¢ c — — 8e
y(z) _ 1 2 ) + 2 ) e + 14
z(x) 1 Co 7 — 4e”

Mit der Eliminationsmethode kénnen wir folgenden Typus von Problem l6sen:

P(D)y = g(z)

Falls es einen Operator G(D) gibt, sodass

d.h. dass wir eine homogene Differentialgleichung
G(D)P(D)y=0
l6sen miissen, deren Losung P(D)y = g(z) geniigt (mit entsprechender Wahl der Koeffizienten).

Beispiel 1:

y// _|_3y/ +2y 4$2

dquivalent zu (D+2)(D+1)y = 4a°

Wir haben: D3(42?) =0 also D3(D+2)(D+1)y=0

dessen Losung ist

y=cre " +coe Pt g+ cux + sz

vy 43y’ +2y=0 D3y,=0
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setzt man y, = c3 + c4x + csz?, dann
Yy + 3y, + 2yp = (2¢3 + 3cs + 2¢5) + (2¢4 + 6c5)x + 2e51? = 4a°

Man findet
c5=2 ¢c4=—-6 c3=7T7 also yp:776:z:+2:172

Beispiel 2: Systeme mit konstanten Koeffizienten: Kompartimentmodelle

Viele Prozesse in der Natur lassen sich durch das folgende Modell darstellen:

Gegeben seien n (reale oder fiktive) Behilter K, ..., K,. Jedes K; enthalte zur Zeit x
genau y;(x) Masseneinheiten. Durch Transport mogen Massenmengen von K; nach K
gelangen, sodass y} = K;y;, mit Kij...Ubertragungsrate.

So fiihrt also K; in der Zeit von x bis z 4 dz insgesamt

n n
o T2
Fiigen wir dem Kompartiment K; noch von auflen Masse mit der zeitlichen Rate §;(x) zu,

so haben wir

n
Yi :ZKjiyj —Kyyi+0; 1=1,....n
=1

i
in Matrizenschreibweise
1 -Ki1 Koy -+ Kp Y1 01
y’z Kis —Kp - Ko Y2 02
. = ) ) ) ) + )

Beispiel 3: Anwendung: Abbau eines Medikaments

Ein Medikament kommt aus der Blutbahn in das Gewebe, umgekehrt wieder aus dem

Gewebe in die Blutbahn und wird dann erst ausgeschieden. Es sei dabei

y1(z) Einheiten des Medikamentes im Blut
y2(z)  Einheiten des Medikamentes im Gewebe
ys(z) Einheiten des Medikamentes in der Aulenwelt

45
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K K.
1 B 2
n Y2
Y
@
K3
Ys
Dem entspricht das System
o= —(a+tBy + v
Yy = Byt — 72

yé = a Y1

Von wirklichem Interesse ist nun das Teilsystem

! — —
y} N (@t By + 7w mit «,8,7 >0
Yo = Byr — Yy
d.h.
Dyi. + (@a+B8)y1 — vy2 = 0
D [ Dy2 — By + vy = 0
D*y2—Bl—(a+B)yi+vywl+yDy = 0
Yo+ Y2
Dzygﬂ{(@Jrﬁ)QﬁﬂLVyz +vDys = 0
D2y2+(a+ﬁ+*y)Dy2+a7y2 =0

Thre charakteristische Gleichung A? 4+ (o + 3 + v)A + ay = 0 gibt

2_
AL2a+6+vi\/(a+6+v) 4oy

2 4

und
(a+B+7)? —day=(a—7)?++28a+7)>0

und
A2 <A1 <0. Also yo(x) = c1eMT 4 e
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Sind y1(0) = y10 und y2(0) = yoo zur Zeit & = 0 gegeben, haben wir

(A2 +7) Y20 — B Y10 RS (M +7) Y20 — B y10 o

ve(w) = = A1 — A2 AL — A2

und daraus folgt

(A2 +7) y20 = By A+ 6)\1:r+()‘1+’7) Y20 — B Y10 Ao+

@)=~ A1 — Ao 3 A — Ao 3

e

/\Qw

47
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Lineare Differentialgleichungen

n-ter Ordnung

Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist in der Form

Y™+ an_1 ()Y + . Fag(a)y = f(x) mit a;(z) € R

Sie ist dquivalent zu dem System (mit y; = y)

Yy = Y
Y = Ys
/
Yn—1 = Yn
y;;, = 7(an—1yn+---+a0yl)+f(z)

In Matrix-Form: 3’ = Ay +b

Y1 Y 0

Y2 Yy 0
y= ) = ) b= )

Yn y(—b f(z)

SATZ: (Existenz und Eindeutigkeit)

0 1
0
A=
0 0
—ap —am

o o O

—Qp—1

Sind a;(x), i =0,...,n—1 und f(z) stetig in J, und ist 2y € J, so hat das AWP

Y™+ ap @)y +

y(xo) = Yo; y/(ifo) = y(ljv

genau eine Losung in J.

48

ot ao(x)y = fx)

Ly D (zg) = y§ Y
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Die homogene Differentialgleichung
Y+ an1y™ T + L+ agy =0
hat n linear unabhingige Lésungen

y1(x), s 7yn(‘r)

Sie bilden ein Hauptsystem.

Betrachtet man die homogene Differentialgleichung als System, so hat man folgendes Hauptsystem:

Y1 Y2 Yn

yl y/ e y,

Y)=| ) ; !
—1 —1 —1

R SRR

Dann geniigt die Wronski-Determinante ¢(x) = det Y (z) der Differentialgleichung

¢'=(sp Ao wobei sp A = —a,_1(x)

e ot o) (- (o) [ o 70

Wie bei den Systemen gilt

Es ist im Allgemeinen nicht moglich, die Lésungen einer homogenen Differentialgleichung n-ter Ord-

nung in geschlossener Form anzugeben.

Reduktionsverfahren von d’Alembert

Sei y1(z) # 0 eine Losung, so erhélt man mit dem Produktansatz y(z) = u(x) yi(x) eine Differential-
gleichung der Form.
W™ 4 b, ™ £ b =0

und mit der Substitution w = v’ hat man eine Differentialgleichung (n — 1)-ter Ordnung;:
w1 4 bn_lw("_z) +...+biw=0

Ist {wa,...,w,} ein Hauptsystem derselben, so hat man mit

Y1, yl/w2dt7 yl/w?,dt, cee s yl/wndt

ein Hauptsystem der urspriinglichen Gleichung.

Betrachten wir die inhomogene Differentialgleichung f(x) # 0:
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Die allgemeine Losung ist in der Form

y($> =cyr+cy2+...+culYn +Yp,

wobei y, eine Losung der inhomogenen Gleichung ist.

7.0.1 Die Eulersche Differentialgleichung
Darunter versteht man eine Differentialgleichung der Form
bz Y™ + by 12"ty Y 4 ey =0

Man kann sich auf > 0 beschrénken, da mit y(z) auch y(—z) eine Losung ist.

Die Substitution
r=e y(e') =u(t)  y(z) =u(lgz)

fiihrt wegen

! / " / "2
u =yxr,u =yxr+yx,...

zu

ant™ + ap_u™ VD + . +agu=0

wobei ag = by, a, = b,

50

7.1 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit kon-

stanten Koeffizienten

Uber den Euler-Ansatz y = e** findet man
PoA) = X" +a, A"V Fad+ag
das charakteristische Polynom. Wir haben den

SATZ:

Ist A eine reelle k-fache Nullstelle von P, (), so entsprechen ihr & Losungen

Az, L, bl
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Sind A = p + iv komplexe Nullstellen von k-ter Ordnung, so hat man

xk—l

et® cosvx, xel® cosva, ..., et® cosvx

k—1

e sinve, xe!*sinve,..., 2" et sinva

7.1.1 Methode der Variation der Konstanten
Wir betrachten die inhomogene Differentialgleichung f(z) # 0. Die allgemeine Losung ist in der Form

y(z) = cryr + cayo2 + ...+ Culn + Yp

wobei y, etne Losung der inhomogenen Gleichung ist. Mit der Methode der Variation der Konstanten

setzen wir

yp(m) =ci(z)yi(z) + ... + ca(®)yn(T)

Von Systemen geleitet findet man:

Sei
1 T Yi—1 Yi+1 T Yn
- yi ... y/—l y/ 1 DY y/
¢; = det V; = det , o I " ¢ =detY
—2 -2 -2 -2
ygn b yﬁl ) yz(il b yv(zn )

Man erhélt }NQ aus Y, indem man Y ohne i-te Spalte und n-te Zeile anschreibt; dann ist

i) = (1 [0 s

Beispiel fiir den Fall n = 2:

y' + a1y’ + agy = f(z) - gilt also:
Y1 Y2

Y1 Ys

o) = [ [ 1028 as| o+ | [ 16085 ] o)

Sei Y(z) = mit ¢ = det Y: Y1 (z) = y2, Ya(x) = y1. Dann ist
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Stabilitat

Wir untersuchen das Verhalten von Losungen in unendlichen Intervallen und stellen uns die Frage
nach der Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert. Folgende sind Beispiele fiir instabil und stabile

Losungen.

Beispiele:
AWP 1: v =y y(0)=yo  die Losung ist y1(z) = yoe"

AWP 2: ' =y y(0)=yo+e die Losung ist yo(x) = (yo +€)e”

Dann ist yo(2z) — y1(z) = ee®, d.h. bei gedndertem Anfangswert strebt die Differenz zweier
Losungen gegen unendlich.

x

Ganz anders fiir die Differentialgleichung ¢y’ = —y: Hier wird y2(z) — y1(2) = ee~* und die Differenz

strebt gegen Null fiir z — oo.
Im Allgemeinen sei y () eine Losung des Systems

y=f(z,y) mit y(0)=y,

Man nennt die Losung yl(m) stabil, wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, sodass alle Losungen

Y,(x) von y' = f(x,y) mit y(0) = y,,, und
|y1o o g20| <9

existieren und die Eigenschaft haben, dass [y, (z) —y, (2)] <e fir 0<z <oo.

Die Losung y, (z) wird asymptotisch stabil genannt, wenn sie stabil ist, und wenn ein 6 > 0 existiert,
sodass

Y10 = Yool <0 = lim |y (z) —y,(x)]=0.

r—00

Eine Losung y, () heifit instabil, wenn sie nicht stabil ist.

92
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x(0)

Yt
Yo
o8

Abbildung 8.1:

8.1 Stabilitit fiir lineare Systeme

Sei A eine konstante Matrix. Betrachten wir die Lésung von

Y =Ay

Wir haben folgende Stabilitédtssatz:

Es seien A1,..., A\, (p <n) die Eigenwerte von A und vy =max{Re A\; | i =1,...,p}.
Dann ist die Losung y(z) = 0 im Falle

e 7 <0 ... asymptotisch stabil
e v >0 ... instabil

e 7 =0 ... stabil oder instabil; nicht asymptotisch stabil

8.2 Nichtlineare Systeme mit linearem Hauptteil

Fir

haben wir folgende Stabilitétssatz:

Die Funktion g(x,y) sei fiir x > 0, |y| < « stetig und es gelte

z,
lim l9(=. ) =0 gleichméBig fiir > 0

=0 [yl

weiters: g(z,0) =0

Die Matrix A sei konstant und ReX; < 0 fiir ¢ = 1,...,p (p < n). Dann ist die Lésung y(z) = 0
asymptotisch stabil. Wenn Re\ > 0 fiir mindestens einen Eigenwert A von A, dann ist die Losung
y(z) = 0 instabil.

Betrachten wir den Fall von Autonome Systeme y' = f(y) mit f(0) = 0 und jede Komponente f;

sei in eine Potenzreihe entwickelbar:

filyrs -y yn) = @ity + - .. + ainyn + (Glieder der Ordnung > 2inly|).
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Dann betrachtet man die Differentialgleichung

Y =Ay+g(y),

und die Losung y = 0 von y' = f(y) ist stabil (instabil), wenn dasselbe fiir die linearisierte Gleichung

y' = Ay gilt.

Wir betrachten lineare inhomogene Systeme y' = Ay + f(x), wobei A € R"*" eine konstante Matrix
ist, deren Eigenwerte {\;};=1,.. , einfach sind (Vielfachheit 1), und

Akz = )\iki
mit k;, ¢ =1,...,n Eigenvektoren.

In diesem Fall bilden die Eigenvektoren k, eine Eigenbasis von R"™. So kann jeder Anfangswert Y, an

xo als Kombination von k; geschrieben werden:

n
Yo = Z aik;
i=1

Damit ist die Losung von 3’ = Ay mit dem Anfangswert Yo gegeben durch (Euler Ansatz)

n
y,(x) = Zaie/\i(w_xo)ki
i=1
Die Loésung der inhomogenen Gleichung ist dann

y(@) =y, () +y, (2),
wobei Y, (z) eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung ist.
Das heif3t also, dass die allgemeine Losung einer inhomogenen Gleichung ein affiner Raum ist. Dies

resultiert aus der Translation des Raumes der allgemeinen Losungen der homogenen Gleichung durch

einen Vektor, der Y, reprasentiert.
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Jetzt wollen wir noch die Struktur des Raumes der allgemeinen Losungen von y’' = Ay

(bzw. y' = Ay + f(x)) anhand des folgenden Beispiels klassifizieren:

;[ a b
=\, 4%

Wir haben spA = a + d, det A = ad — be. Die charakteristische Gleichung lautet

A2 — (spA)A + (det A) =0 und A = (spA)? — 4(det A).

Es folgt:
A >0 XA # Ay reelle Eigenwerte
A =0 X =X\ reelle Eigenwerte
A <0 A =X komplexe Eigenwerte
Fall 1: A >0

y(z) = cleklmkl + czeA”Ez

Wir kénnen jetzt die Losung y(z) im R? in der Basis {k,,k,} abbilden:

L.O< A\ < Ao
Instabiler Knotenpunkt

Abbildung 8.2: Instabiler Knotenpunkt
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2. A1 <0< Ao
Sattelpunkt (instabil)

.

I\
R

Abbildung 8.3: Sattelpunkt

3. A < A<0
Stabiler Knotenpunkt (asymptotisch stabil)

|3~
S

\Y)
1N

Abbildung 8.4: Stabiler Knotenpunkt
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Fall 2: A <0

y(z) = ke"” cos(vz) + kqe"P sin(vx) mit A= p+iv

1. u<0
Stabiler Strudelpunkt (asymptotisch stabil)

—

Abbildung 8.5: Stabiler Strudelpunkt

2. 1>0
instabiler Strudelpunkt (instabil)

—

Abbildung 8.6: instabiler Strudelpunkt

o7
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3. 0=0
Zentrum (stabil)

Abbildung 8.7: Zentrum

Fall 3: A=0

1. /\1:/\2<0

asymptotisch stabiler Knoten

I~
N

Abbildung 8.8: asymptotisch stabiler Knoten
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2. A1 =X >0

instabiler Knoten

1=

Abbildung 8.9: instabiler Knoten

Wir geben das Bifurkations-Diagramm fiir y = Ay an: A = (spA)? — 4(det A)

det A4
stabiler instabiler o
Strudel Strudel

@ Zentrum @

stabiler instabiler
Knoten Knoten
® >
Achse (0,0) sp 4

o Sattelpunkt o

Abbildung 8.10:
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8.3 Systeme von nichtlinearen Differentialgleichungen

Wir betrachten Systeme der Form y' = f(y) (keine z; autonome Systeme) fiir den Fall n = 2 mit

y=(y,2):
(8.1)
Die Ruhelage der Differentialgleichung ist der Punkt (yo, 20), so dass

f<y07 ZQ) =0
9(yo,20) =0

(auch singuldrer Punkt genannt; entspricht der Losung y = 0 im linearen Fall).

Ruhelagen und deren Eigenschaften sind wichtig z.B. in der Mechanik. Wir untersuchen die Losung
von Gleichung (8.1) in der Néhe von (yo, z0)-

Seien £ =y — yp und n = z — 2 die Entfernung von (yo, o). Die Linearisierung von (8.1) um (yo, 20)

(4)-[§ 512
" aig aig (y0,20) n

Wenn das System (8.1) eine Ruhelage hat und die Linearisierung (8.2) dort einen stabilen

ist gegeben durch:

SATZ:

(instabilen) Knoten/Punkt hat, dann hat auch das urspriingliche System (8.1) einen
stabilen (instabilen) Knoten/Punkt.

Beispiel:
Y1 = Y2
yy = —siny — ys
Ruhelage:
=0
, v } = (0,00 (r,0)
—siny; —y2 =0

Die Linearisierung um (0, 0) ist

e [ o 1](c¢ spA = —1
n) | -1 -1]\»n det A =1

Wir haben einen stabilen Punkt.
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Die Linearisierung um (7, 0) ist

13 /_ 0 1 I3 spA =—1
n) |1 -1 |\ det A= —1

Wir haben einen Sattelpunkt (instabil).

Abbildung 8.11:

Wenn (8.2) ein Zentrum hat, bleiben alle Méglichkeiten vorhanden.

Beispiel:

/
Y Y Y1
()= () et ()
Y2 Y1 Y2
Hier ist (0,0) ein Punkt fiir Ruhelage. Die Linearisierung um (0,0) ist
/
SR B/ N N 3
n ¢ 1 0 n
= spA=0 det A=1> 0 (Zentrum)

Aber die urspriingliche Differentialgleichung hat einen instabilen Strudelpunkt fiire > 0
und einen stabilen Strudelpunkt fiir € < 0.
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z.B. fir e = —1 um (0, 0):

Man setzt u = y? + 33, dann ist

v = 21y 4 2y2u5 = 2y1(—y2 — uyr) + 2y2(y1 — uyo)
= —2yiyo — 2uyi + 2y1y2 — 2uy;

= —2u-u

=u = —2u?

alsou — 0fiirx — oo und somit y — 0.

8.4 Die Liapunov-Funktion

Sei y' = f(y) mit y = (y1,y2)-
Definition: Funktion von LIAPUNOV

Eine stetige differenzierbare Funktion F(y), definiert in einer Umgebung U von y, (Ruhe-
lage), f(y,) = 0 ist eine Funktion von Liapunov fiir y’ = f(y), wenn

(1) F hat ein einziges Minimum in y.

(2) VF(y)- f(y) <0 fiir y(x) € U, wobei VF(y) = gradF = (g—;, %)

Wenn gilt: g—?i - fi+ gTFz -fa<0 = strenge Liapunov-Funktion

(2) ist dquivalent zu %F (y(z)) <0.

F=const.

N

Abbildung 8.12:
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T

Abbildung 8.13:

alle Losungen y(z) von 3’ = f(y) ’schneiden’ F(y) = const.

SATZ:

Wenn ein Yo» f (yO) = 0 eine Liapunov-Funktion hat, dann ist Yo ein stabiler Knoten,

bei einer strengen Liapunov-Funktion ist es asymptotisch stabil.

Beispiel:

= _3_-9
{ y} v b2 eine Ruhelage bei (0, 0).
2

Ys = Y1 — Y3
—y;’ — 2y
Sei F(y) = yi +2y3 und f = .
- - Y1 — Yo
VF = (2y1,4y2)
VE-f = 2y1(—y} —2y2) + dy2(y1 — 13)

= =2y —dy1yo + dy1y2 — 4y
< =20yf+w3) <0
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8.5 Grenzzyklus (Limit-Cycle)

Allgemein bezeichnet dieser Begriff einen fiir ein System ‘attraktiven’ dynamischen Zustand, im Sinne
eines iiber die Zeit relativ stabilen Verhaltensmusters. Stabile Verhaltensmuster kénnen, z.B., Ruhezu-
stande oder ‘komplexe’ periodische Verhaltensweisen. Die zwei Attraktortypen werden Fixpunkt und

Grenzzyklus genannt.

Beispiel:

(7 /_ 0 1 (7 s o[ W
() =[5 o) (n) oo (3)

e

Y

Abbildung 8.14:

Man setzt:

=yl +ys — 2uu =291y + 2y00)

/ /
¢ = arctan 2 — qs':%
L yi + s
- u' = a(l —u?)u
¢ =-1

Fiir @ > 0 werden alle Losungen mit u(0) > 0 zu u = 1 angezogen.
Fiir < 0 und 0 < u(0) < 1 tendieren diese Losungen zu O, und mit «(0) > 1 gehen sie in Richtung
Unendlich.
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8.5.1 Poincaré-Bendixson-Satz

Seien 0 < a¢) < B(¢) zwei periodische stetig differenzierbare Funktionen (mit der Periode 27) und
sei der Ring U wie folgt definiert (Polarkoord.):

und sei f(y) = ( 28; ) von y' = f(y).

Wenn f(y) - [ _32 ] # 0in U, dann existiert in U ein Grenzzyklus von y' = f(y).
1

2
2
3

=
s
=
=

Abbildung 8.15:



Kapitel 9
Eigenwertprobleme

Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem ist definiert wie folgende

Ly+M(z)y = 0 inJ=]la,b (9.1)
Ry = 0
Rby = 0

wobel

4 (o) + gy

Ly =
dzx
Ry = oaxy(a) + By (a)
Ry = ay(b) + fay/(b)

Beim Eigenwertproblem interessiert man sich fiir die Fille, in denen fiir (9.1) mehrere Losungen bei
bestimmten Werten von A vorliegen. Diese sind die Eigenwerte des Problems, zu der eine Losung

y(x) # 0 existiert - Eigenfunktion genannt. Mit y(z) ist auch ¢ - y(z) eine Eigenfunktion.

Beispiel:

Y +dy=0  y(0)=0 y(m)=0
Fiir A <0 gibt es nur die triviale Losung y(z) = 0.
Ist A = p? > 0, so ist y(x) = ¢y cosux + casinpr und von y(0) = 0 und y(7) = 0 ergibt sich

y(z) = sin px mit sinur = 0 = p € N und daraus folgt A\, = n? Eigenwerte und y,(x) = sinnx

Eigenfunktionen.

Unter der folgenden Voraussetzung

p(x) € C'(J); q(z),r(z) € C°(J) plx) >0; r(z) >0; of + 67 > 0; a3+ 63 >0
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gibt es zum Eigenwertproblem (9.1) unendlich viele reelle Eigenwerte

M<A<... 50 n — 00.
Die Eigenwertfunktionen lassen sich normieren, sodass

b
/ r(x)yn(z)? do = 1.

Sie bilden dann ein Orthonormalsystem

b

/ r(@)ym(z)yn(z) de =0 fir m#n

und jede Funktion op(x) € C1(J), die der Randbedingung geniigt, lisst sich folgendermafien entwickeln:

p(r) = chyn(a>'

n=1
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