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Vorwort

Die Mathematik hat bereits eine groRRartige Entwicklung hinter sich, doch ist ein Ende noch
lange nicht in Sicht. Viele bedeutende Denker haben durch ihreageitdafir gesorgt, dass

die Mathematik in Wissenschaft und Anwendung jenen Stellenwert erreicht hat, den sie heute
einnimmt. Unser ganzes Leben ist durch den Fortschritt bestimmt. Jedes einzelne Individuum
versucht sandig etwas Neues zu etgrden, sich neuen Aufgaben zu stellen oder einfach nur

gewisse Ziele in seinem Leben zu erreichen.

Besonders herausragende uoddie Wissenschaft bedeutende Fortschritte wurden schon im-
mer mit groRem Interesse verfolgt und durch Verleihung von AuszeichnungandjgtvEine

der bekanntesten und angesehensten Institutionen, die in verschiedenen wissenschaftlichen Be-
reichen Preiseui ausgezeichnete Leistungen vergibt, ist eine von NOBEL (1833 — 1896) per
Testament ins Leben gerufene Stiftung, die seit 120itlich derartige Peosilichkeiten ehrt.
Interessanterweise wurde dabei die Mathematik von Nobel nichtksichtigt. Bis heute gibt

es also nur wenige Mathematiker, die sich stolze Besitzer einer solchen Auszeichnung nennen
diirfen (etwa HAUPTMANN — Nobelpreisui"Chemie 1985 — durch seine Beiy¢ zur Beu-

gung von Rntgenstrahlen).

In letzter Zeit scheint mir das Image der Mathematik wieder positive Impulse erlebt zu ha-
ben. Sei es nun durch viele Berichiber die weitreichenden Auswirkungen mathematischer
Fortschritte und Erkenntnisse der letzten Jahre, oder auch durch Aufgreifen und geschicktes

Verpacken eines mathematischen Inhaltes wie z.B. im aktullen Kinéfibeautiful Mind

Die Mathematikubt einfach eine gewisse Faszination auf jeden Menschen aus. Es besteht je-
doch die Gefahr dieses naliche Interesse durch “falschen®, oder besser formuliert unpassen-
den, ungeeigneten, uninteressanten Unterricht in der Schule zu verbauen. Hwrbts ofi in
meinem Unterrichtbeotiungen einen Schwerpunkt setzen und die Chaatzen, um bei mei-

nen Schilern die Neugier an der Mathematik zordiérn und positiv zu utzen. Der Computer
konnte dabei der Sclsel zu einer Ure sein, die ganz neuedglichkeiten und Aussichtemf”

den Mathematikunterricht effhet!

Da es eine eigene AusbildungrfLehramtskandidaten des Faches Informatik erst seit kurzem

und nur an wenigewsterreichischen Universitén gibt, wird auch in achster Zeit der Ma-
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thematiklehrer d@if Informatikstunden herangezogen werden. Im Studium wird die letzte, mit
WS 2000/2001 in Kraft getretene Mathematik—Studienplanreform auch erst in einigen Jahren
tatsichlich greifen, wenn selbanifdie letzten, noch nach dem alten Studienplan fertig werden-

den Studenten (zu denen auch ichgeh); dieUbergangsfristen verstrichen sein werden.

Mit meiner Diplomarbeit wollte ich in erster Linie etwas erschaffen, das umber den unive-
sitaren Abschluss hinaugjifimeine sptere Lehredtigkeit von Nutzen seinddinte. Durch die
Mitarbeit am ProjekM@th Desktopvurde mir diese Mglichkeit epffnet. Meine Aufgaben-
bereiche reichten dabei von der Entwicklung von Paletten und Arbaitsbi fir die Anwen-
dungsbereiche der Integralrechnung bis hin zur Erstellung eines Help Browser — Systems.
In Anlehnung an die bereits bestehenden GrundlagéMuintegr* (M@th Desktop Integra-

tion) wurden von mir die weiterffirenden Themenbereiche

Flache zwischen Kurven

Bogenknge

Volumen und Oberfi¢che von Rotationskpern
Laplace — und Fourier — Transformation

Differenzialgleichungen

ausgearbeitet. Die Entwicklersprache war gratzgch ENGLISCH, da im Rahmen eines EU-
gefdrderten Projektes die Zusammenarbeit mit spanischen und deutschen Kollegen im Vorder-
grund stand. Ein Teil der entwickelten Software existiert daher auch schon in diesen beiden

Sprachen.

Die vorliegende Arbeit soll didaktische Hintergrundinformationen passend zu den vorliegenden
Themen liefern und einige Einblicke M@th Desktopbetreffende, entwicklungsspezifische
Aufgabenstellungen zulassen. Ich bin mir der Tatsache bewu(3t, dass derafacsehen Leser
auffallen wird, dass einige Bereiche in didaktischer Hinsicht nicht ausreichend ahegefd in

einer entsprechenden Genauigkeit behandelt wurden. Dieser Umstand ist dadurclaramerkl”
dass im Rahmen dieser Diplomarbeit besonderes Augenmerk auf die Entwicklungsarbeit von
M@th Desktomelegt wurde. Da zw@dzlich auch noch die zeitliche Vorgaher flas Verfassen
dieser Arbeit relativ knapp bemessen war, musste ich zwaunfigléinige Bereiche in sehr

gekirzter Form abhandeln. Der interessierte Leser sollte abeggeid Literaturhinweise auff-
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inden, um nach eigenem Interesse fortzufahren, oder sichaetlgt/ertiefen zu &finen.

Den Anfang bildet eine Aufarbeitung entwicklungsgeschichtlicher Hinterdge der Mathema-

tik im allgemeinen und der Analysis sowie der Integralrechnung im speziellen. Ich versuche
hierbei auf wichtige Fortschritte und einige bedeutendedPédicdikeiten und deren Leistungen
hinzuweisen. Der betrachtete Zeitraum erstreckt sich dabei von den Wurzeln der Mathematik
bis herauf in unser Zeitalter.

In Kapitel 2 gehe ich auf didaktischéberlegungen ein, die vor allem die aktuelle Unterrichts-
diskussion der Analysis bestimmen, die aber auch ein computerintegriertes Unterrichten betref-
fen. DieFundamentalen Ideemehmen in diesem Zusammenhang eine gewichtige Position ein
und es werden dahingehend mehrere Ansichten undageitzitiert.

Zwei fur die Mathematik, speziell aber aualr flie Anwendung der Integralrechnung, grundle-
gende Ideen werden in Kapitel 3 und 4 eingehend ausgearbeitet. Es handelt sich dabei um die,
von vielen Fachdidaktikern als elementar angesehenen Begpfbeoximationund Algorith-

mus

Im Anschlufd daran wird anhand der konkreten Lerneinhditéche zwischen KurveimdLa-

place Transformatiowlie praktische Entwicklerarbeit der Paletten und Arbeatbl beschrie-

ben. Die didaktischefberlegungen versuche ich bei den Autsfiingeruber die Buttons und

die Arbeitsbétter einflieBen zu lassen. Die praktische Erprobung und die gesammelten Erfah-
rungen im Umgang miM@th Desktopm Schulunterricht folgen im Kapitel 7. Den Abschlul3
bildet die Entwicklung eines Help-Browser — Systems. Es handelt sich dabei um das Erstel-
len einer Arbeitshilfe im Umgang mit den vorliegenden Paletten im Zusammenhang mit den
Arbeitsblttern. Das Vorgehen wird wiederum konkret am Beispiel der Lerneiffaithen

zwischen Kurvedemonstriert.

Abschliel3end ist noch zu ealinen, dass diese und weitere Diplomarbeiten zum Privj@ith
Desktopals PDF-files auch am Server des Instituis Mathematik an der Karl-Franzens-
Universiét Graz verfigbar sind:
http://www.uni-graz.at/imawww/diplomarbeiten/MDIntDiplomarbeitWelikWerner2002.pdf

Meine email-Adresse lautet: werner.welik@gmx.at
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1 Entwicklungsgeschichtliche Hintergiinde zur Integralrech-

nung

1.1 Geschichte der Mathematik
1.1.1 Was ist Mathematik?

Interessanterweise wird diese Frage auch von Mathematikern selten gestellt. Anscheinend gibt
es allgemein eine recht genaue Vorstellung davon, was Mathematik isirties dibei die Tat-

sache eine Rolle spielen, dass mathematische Erkenntnisse immer den Eindruck von absoluter
Wahrheit und Endgltigkeit erwecken. Im Gegensatz zu anderen Wissenschaften, wo Ansich-
ten, Resultate und Ergebnisse immer wieder infragegestellt andigtangefochten werden,
bleiben einmal erarbeitete mathematische Theoremalle Zeiten gitig.

Grundsitzlich kann man die mathematische Forschung nach ihrer Zielsetzung in zwei Bereiche

unterteilen:

Die reine Mathematik besclaftigt sich mit abstrakten Objekten und sie orientiert sialfh”

ig an bekannten ungatten Problemen. Ausgehend von Definitionen und Axiomen (als wahr
angenommene und unbestreitbare Gratwks) wird versucht durch die Methode des logischen
Schlie3ens neue Aussagen aus diesen zu treffen. Manté die reine Mathematik als jenen
Teil der Mathematik beschreiben, der seiner selbst Willen betrieben wird.
Ein“sprichwortliches Beispieliiir reine Mathematikist nach KEBEKUS [kebekus] diQua-
dratur des Kreisedie auf Seite 12 in einem anderen Zusammenhang noch einmal aufgegriffen

und genauer ealitert wird.

Die angewandte Mathematikgreift ihre Fragestellungen direkt aus den Anwendungen in an-
deren Wissenschaften auf.

Ich mochte an dieser Stelle jedoch austkliich bemerken, dass eine klare Trennung dieser
beiden Bereiche schweraglich ist. In jeder mathematischen Forschung gibt es schlief3lich
Aspekte der reinen und der angewandten Mathematik, die sehr oft auch keine klare Trennung

mehr erkennen lassen.



HUMENBERGER und REICHEL charakterisieren die angewandte Mathematik dfunctia-

mentale Ideeifbruner60]:

“Wir verstehen unterAngewandter Mathematikicht einen Zweig der Mathema-

tik, dem die verschiedenen Inhalte in eindeutiger Weise zugeordnet wendeeark
(oder in alternativer Weise eben dBeinenMathematik), sondern vielmehr eine
Haltung, eine Einstellung, eine Sichtweise bzw. eine Betreibungsart von Mathe-
matik, die dadurch gekennzeichnet ist, dass Theorien nicht nur Selbstzweck sind,
sondern auch zur &sung von aufRermathematisch gestelRPeoblemen beragen
sollen, dass Mathematisierungen von Realsituationen (Modeléd)eNingsverfah-

ren (-losungen), Begmdungen, Interpretationen (Sprache!), Vernetzungen, nume-
rische und stochastische Aspekte, kreatives und ei@edisfes Arbeiten eine gefes-

tigte und wichtige Stellung habenfhum/rei95]

Sie fordern daher:

“Die Angewandte Mathematik stell@if uns eine “Art* dar, an Probleme heranzu-
gehen, die an aul3er- und innermathematischen Problemen demonstriert und mehr
oder weniger betont werden kann, aber sie sollte unter keinen &hdeh (beson-

ders im Unterricht nicht!) als separater oder abgesonderter Teil der Mathematik
behandelt werden, um keine gcltiche Trennung und vorschnelle Wertung entste-

hen zu lassen."[hum/rei95]

1.1.2 Ursprung und Anfange der Mathematik

Die Mathematik war von jeher einatdiger Wegbegleiter des menschlichen Denkens und Han-
delns. Sie ist eine Wissenschaft die vom Auftretentt@so sapienbis in die moderne Hoch-
leistungsgesellschaft starken Einfluf3 auf allegiichen Bereiche unseres Lebens hatte!

Das Zahlen von Dingen der umgebenden Welt hat schon uhdster Zeit die Menschheit

besclaftigt und damit die natrlichen Zahlen hervorgebracht! Wenn man diese Tatsache be-
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reits als mathematisches Handeln ansieht, so sind die Wurzeln der Mathematik untrennbar mit

den Wurzeln der Menschheit selbst verbunden!

Die altesten erhaltenen Fundobjekte, die auf einen mathematischen Hintergrund deuten, sind
Kerbholzer, die vor ca. 50 000 Jahren angefertigt wurden. Heute wie damals ist die mathema-
tische Entwicklung untrennbar verbunden mit den Problemen und Aufgaben, die sich in All-
tagssituationen stellten. In der folgenden Auflistung soll auf einige Errungenschaften von den

Anfangen bis in die Antike hingewiesen werden:

e Schon vor ca. 9000 Jahren wurden Kugeln einer Warenladung beigegeben, um dadurch

dem Empéinger die Kontrolle der Vollfiligkeit einer Lieferung zu eraglichen.
e Schriftzeichen und Zahlsymbole bei den Sumerern um ca. 5000 v.Chr.

e Babylonier benutzten etwa 4000 v.Chr. ein Sexagesimalsystem als Positionssystem, das

sich in der Winkelmessung und der Zeiteinteilung bis heute erhalten hat

e Im Papyrus RhindAgypten, ca. 1750 v.Chr.) findet sich der Nachweis Rechentech-

niken der Multiplikation, der Division und der Bruchrechnung

e Um 575 v.Chr. tihren die Babylonier erstmals die Null ein

Quellenhinweis: [grannem]
Die Geschichte der Mathematik istrfschulische Zwecke auch von KAISER un@®BAUER
[kai/n6b84] sehr gut aufbereitet und sie liefern weitere detailierte Informationen in einer zeitlich

und thematisch geordneten Aafaung.

1.1.3 Mathematik der Antike

Im antiken Griechenland wurde die Mathematik zur Wissenschaft. THALES von Milet, der als
der Vater der griechischen Mathematik bezeichnet wird, tegke’ sich schon 600 v.Chr. mit
Beweisen von geometrischeat3én. Die Geometrie und die Arithmetik wangmerhaupt Kern-

gebiete der antiken Mathematik, mit denen sich PYTHAGORAS von Samos und nach ihm noch
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eine Vielzahl seiner Schér auseinandersetzten. Die Entwicklung der Proportionenlehre wird
EUDOXOS ca. 400 v.Chr. zugeordnet, infolgedessen waren auch die Griechen die ersten, de-
nen die Existenz von irrationalen Zahlen bzw. uneigentlichen Zahlen, wie sie damals bezeichnet

wurden, bekannt war.

Der Hohepunkt der antiken Mathematik sind die Arbeiten von EUKLID von Alexandria — um
300 v.Chr. In seinem WerkElemente* sammelte und systematisierte er das mathematische
Wissen seiner Zeit und legte damit einen wichtigen Grundsteidi€ Entwicklung der Mathe-
matik, deruber 2000 Jahreuf die Geometrie wegweisend war.

Wie das Werk Euklids, so wirkten auch zahlreiche weitere Leistungen dieser Epoche in unsere
Zeit nach. Ein gutes Beispiel dafist dieQuadratur des Kreise®ieses um ca. 430 v.Chr. auf-
geworfene Problem, mit Zirkel und Lineal aus einem Kreis ein Quadrat mit gleich grodgdrd=1"

zu konstruieren, wurde erst 1882 von LINDEMANN gsl."Obwohl bereits 1801 die Fachleute

der damaligen Zeit davombérzeugt waren, dass eine Konstruktion dieser Art undubhchér

sei, dauerte es noch gut 80 Jahre, bis ein Beweis und damit egumf des Problems gefunden

wurde.

Den wesentlichen Abschluf? der antiken Mathematik bildet das Werk des ARCHIMEDES von
Syracus (287 — 212 v.Chr.). Er gilt alsofgter Mathematiker des Altertums, er kam dem Grenz-
wertbegriff und der Integralrechnung schon recht nahe. Archimedes kann daher auch als Weg-
bereiter der Analysis, im uns heute gabichlichen Sinn, verstanden werden. Er wandte sein ma-
thematisches und physikalisches Wissen unmittelbar an, indem er viele Vorrichtungen und Ma-
schinen konstruierte, die auch der Verteidigung seiner Stadt Syracus gegeontke Rénten.
Politische Ereignisse hatten nicht nur positiven Einfluf3 auf die Entwicklung der Wissenschaften
und somit auch auf die Mathematik. Als etwa Juliuess@r 47 v.Chr. daagyptische Alexandria
eroberte, brannte die damal®gté Bibliothek mituber 700 000 Papyrusrollen nieder, wodurch

die umfangreichste Sammlung von Aufzeichnungéer grol3artige Leistungen und niederge-

schriebenes Wissen der antiken Wissenschaft vernichtet wurde.

Durch derartige Ereignisse und eine einsetzende Stagnation der Mathematik unutegie Bl”
zeit des omischen Reiches waren bedeutende Fortschritte eastrsyieder erzielt worden.

Mit dem Untergang des wesiriischen Reiches ist auch ein Grof3teil des antiken Wissens
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verschittet worden, das erst durch anderelkér und Kulturen wieder in den eurajschen
Raum zuuckgelangte. Auf diesem Weg kamen auch das dekadische Zahlensystem und die ara-

bischen Ziffern, die wir heute verwenden, die aber wagtich aus Indien stammen, zu uns.

Quellenhinweis: [wolff97], [kai/nb84]

1.2 Entwicklung der Analysis

1.2.1 Der Zahlbegriff

Eine grundlegende Voraussetzung flas Versandnis der Analysis erfordert die Auseinander-
setzung mit dem Zahlbgriff. Ein Eckpfeiler in der schulmathematischen Ausbildung ist da-
bei die Erarbeitung der Reellen Zahlen. Hierhgnrt'der Weg in den einzelnen Schulstufen
von der axiomatischen Charakterisierung dewrlatien Zahlen und ihren Eigenschaften in
schrittweisen Erweiterungen bis zum vadistig abgeschlossenerifér der Reellen Zahlen
([kno/wip86], [tietze97]). Die angegebene Reihenfolge entspricht auch der historischen Ent-
wicklung. In der Didaktik kommt hierbei besonders &sralprinzipzum Tragen, das BRU-
NER [bruner60] betont und das auch die Herrn FINK [finkdipl] und SILLER [silldipl] in ihren
Diplomarbeiten ausitirlich behandeln.

“Alles ist Zahl* lautete das Grundprinzip, nach dem die Pythagowersuchten ihre Umwelt

zu ergtinden. Der Konflikt, der durch das Entdecken testionalen bei ihnen ausgekt wur-

de, gilt auch als jener Sachverhalt, der nach TOEPLITZ [toepl49] den Anlagirié Idee des
unendlichen Prozesses und damit die Grundlageeirie Infinitesimalrechnung war. Es han-
delte sich dabei um die Entdeckung, dass Seite und Diagonale ein und desselben Quadrates

zueinandemkommunserabalind, d.h. kein gemeinsames Mal} besitzen.

1.2.2 Problem des Unendlichen / Infinitesimales Denken

Bei der Bestimmung von BEheninhalten begndeten die Griechen ihr Vorgehen aufgrund von

Widerspruchsbeweisen, wie z.B. ARCHIMEDES bei der Ermittlung der Kbl Dadurch
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konnte man eine explizite Bezugnahme auf das Unendliche vermeiden.

Im Verlauf des Mittelaltersafiderte sich diese Einstellung. Der christliche Glaube konfron-
tierte auch die Wissenschaften mit dem Problem des Unendlichen (siehe auch: [lauwer93],
[pickov99]). Unendlichkeit ist ainlich neben Allmacht und Aligié eines der wichtigsten At-
tribute Gottes. Infolgedessen spielt die unendliche Begriffsbildung auch in defeKder zeit-
gerossischen Denker und damit auch der damaligen Mathematiker eine bedeutende Rolle. Mit
Beginn der Neuzeit und dem dadurch eingeleiteten Umdenken, wirtlies auch Grenzpro-

zessen einen Grenzwert zuzuordnen.

Diese Entwicklung wird von VOLKERT durch ein Zitat von ARISTOTELES beschrieben:

“Zu der Uberzeugung, dass es das Unendliche gebe, kommt man hehiith

aus finf Griinden, von der Zeit aus (diese ist ja unendlich), von der Teilbarkeit al-
ler Grof3en her (auch die Mathematik kennt ja das Unendliche), ferner, weil nur so
Werden und Vergehen niemals aiiin kann, wenn ein Unendliches da ist, woraus
das Werden sdipft, weiter, weil jedes Begrenzte an etwas grenzen muss, so dass es
nie eine letzte Grenze geben kann, wenn immer eines an etwas andéte st
Hauptgrund aber, der allen das meiste Kopfzerbrechen macht, liegt darin, dass die

Zahl unendlich zu sein scheint, weil dadhfen in Gedanken nie zu Ende kommt,

Zuerst muss man die einzelnen Bedeutungen von Unendlich abgrenzen. Einmal be-
steht es darin, dass man etwas nicht durchlaufen kann, dessen Wesen auch gar nicht
darin besteht, wie z.B. die Stimme unsichtbar ist. In anderem Sinne ist es etwas, das
man durchlaufen &nte, das aber nie zu Ende kommt oder nur mit gro3ghé/

oder was seiner Natur nach Ablauf und Grenze habédt® beides aber nicht

hat. Ferner ist alles entweder durch Anwachsen oder durch Teilung unendlich oder
durch beides.

Das Sein ist entweder einddlich-sein oder ein Wirklich-sein, und das Unendli-

che ist so entweder durch Anwachsen oder durch Teilen. Dass edfgseGicht als
Wirklich-sein unendlich sein kann, ist schon gesagt, aber durch Teilen kann sie es

sein.” [volkert87]
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Nachdem sich bereits Archimedes bei der Parabelquadratur mit geometrischen Reihen befasst

hat, gibt es ein noch weitaus poptgfes und bekannteres Beispiel dazu:

Das Paradoxon von ZENOQbérAchilles und die Schildlkite

Hierbei handelt es sich um ein Gedankenexperiment, bei dem der Krieger Achilles die langsa-
me Schildkote in einem Wettrennen niemals einholt: Um das Rennen fair zu gestalteatigew"
Achilles der Schildkote einen Vorsprung. Anschaulich istlig klar, daf? Achilles die Schild-

krote irgendwann einholt. Der Mathematiker Zenon behauptete jedoch, dass Achilles es niemals
schatfft.

Die Argumentation ist dabei einfach: Angenommen, der Vorsprung der Sabiédketegt zu

Beginn 10 Meter und Achilleslift zehnmal so schnell wie die Schildke. Wenn also Achilles

die 10m zuniickgelegt hat, ist die Schild&té ebenfalls in weiter gekommen. Die Distanz hat

sich von urspuinglich 10m auf 1mreduziert. Hat Achilles dieserachsten Meter geschafft, so

ist auch die Schildlate wiederum vorangekommen, und zwar um genaeniO

Diesen Vorgang kann man unendlich oft wiederholen. Jedesmal, wenn Achilles den Punkt er-
reicht, an dem die Schild&té zuvor war, ist diese wieder einUsk weiter gekommen. Er wird

sie niemals einholen, obwohl der Abstand immer kleiner wird. Solange man beliebig kleine
Strecken betrachten kann, wir die Schildiaimmer einen Vorsprung aufweisen und Achilles
wird sie nieuberholen khnen.

Mathematisch gesehen ergibt sich folgendes Problem:

Achilles lauft die Teilstrecken: 1, 1m, 0.1 m, 0.01m, ...

oder in einer Formel dargestelf;°, 10+

Dies ist aber die Formelf eine unendliche Reihe, die geg%ﬁ konvergiert, d.h. nach etwas
mehr als 11 Metern hat Achilles die Schildketiberholt. Geradeur'die Begriffsbildung und
Definition der unendlichen geometrische Reihe war die Existenz von Zenons Paradoxon von
grol3er Bedeutung.

Durch das Einbeziehen des Unendlichen in die mathematische Wissenschaft wurden die Vor-

aussetzungeruf'die sgter entstandene Differenzial- und Integralrechnung geschaffen.
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1.3 Entwicklung der Integralrechnung

In diesem Abschnitt mchte ich einen dealtesten und umfangreichsten Bereiche der Analysis
genauer durchleuchten. Es handelt sich dabei um die Integralrechnung. Ich werde auf einige
grol3artige Mathematiker, die die Entwicklung des Integrals besonderagjaprd bestimmt
haben, verstrkt eingehen. Es ist mir jedoch klar, dass in diesem Zusammenhang der Forderung
nach Vollseindigkeit und lickenlosigkeit in keinster Weise entsprochen werden kann, da dieses

Vorhaben den Rahmen einer Diplomarbeit bei weitdrartreffen wirde.

1.3.1 Wichtige Vorarbeiten

Schon lange bevor man von einer Differenzial- und Integralrechnung sprechen konnte, war
es noglich, mit Hilfe verschiedenster Methoden, Problemstellungerozan, die man sér

durch die Infinitesimalrechnung erledigte. In seinem BUdlva stereometria doliorum vi-
nariorum® (bedeutet soviel wig!Neue RaummelZkunsiif Weinfisser’) behandelt KEPLER
(1571 — 1630) zum Beispiel die Formen und Inhalte von Wesséin. Diesem Werk entstammt

auch die, in der Schule oft verwendete undubente“Kepler'sche Faldregel:

Meist handelte es sich in diesem Zusammenhang jedoch aan&thberechnungen, mit denen
sich auch eingehend CAVALIERI (1598 — 1647) und TORRICELLI (1608 — 1665) befassten.
Sie gelten als Begrider der Indivisibilienmethode, die der wichtigste Wegbereiter der Infinite-
simalrechnung war. Eine solche Vorstellung von Indivisibilien, das sind nicht weiter zerlegbare
Bestandteile, findet sich, wie wir schon mehrmals und bei so vielen Ideen der Analysis gesehen
haben, bereits in der griechischen Antike.

Weitere wichtige Denker dieser Zeit sind GALILEI, DESCARTES, FERMAT, PASCAL u.v.m.,
die durch ihre Beitige die Mathematik vorantrieben, vorallem ah&r Ahwendungen in der
Seeschiffahrt, der Astronomie und in der Mechanik bedeutsam waren.

Durch den siihdig steigenden Rechenaufwand, infolge von immer komplexer werdenden ma-
thematischen Verfahren, mussten sich die Mathematiker auch um geeignetere Rechenmethoden
bemihen. Mit Beginn des 17. Jahrhunderts wurden daher durch eine Reihe von Forschern (NA-

PIER, BURGI, BRIGGS) die Logarithmen untersucht ungt flen mathematische Gebrauch
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vermehrt herangezogen. Sie erwiesen sichaalerst ntzliches Hilfsmittel fir rechnerische
Zwecke und als solches bestimmten sie auch die Schulmathematik bis wenige Jahrzehnte vor
unserer Zeit. Bi unsere Eltern und vorallem unsere Grof3elternogein”Logarithmentafeln

noch genauso zum Schulalltag, wie heute der Taschenrechner.

1.3.2 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Von welchem Entwicklungsstand der Theorie an soll man von Differenzial- und Integralrech-
nunguberhaupt sprechen? Wie wir schon sehen konnten, gehen einige Problemstellungen und
Losungsverfahren der Analysis bis auf ARCHIMEDESunk:. Sollten wir deshalb bereits dort

vom Beginn der Analysis sprechen?uviddé man die Epsilon-Delta-Sprache als charakteristi-
sches Merkmaldi den Anfang analytischen Werkens nehmen, sgsté' man den Beginn der
Analysis irgendwann zwischen BOLZANO/CAUCHY und WEIERSTRASS ansetzen. Beide

Ansitze waren wohlubertrieben!

Als Zugang zum Integralbegriff lassen sich gruaid$ich zwei Konzepte beobachten:

a) FlacheninhaltsKonzept

b) Stammfunktion&onzept

BLUM und KIRSCH bevorzugen einen vom Ableitungsbegriff unaibgigen Zugang zum In-

tegral und rechtfertigen diese Forderung mit dem Anwendungsaspekt:

“Bei zahlreichen realen Problemen treten Summen vorb(en-) Produkten auf,
bei denen der erste Faktor siémdern darf, vihrend der (konstante) zweite Faktor
sehr klein sein muss. Man interessiert sidhdas so entstehende “verallgemeinerte
Produkt’, welches etwas genauer als Resultat eines Grenzprozesses (n die
Anzahl der Produkte) bei konstantem Aax (Ax der zweite Faktor) beschrieben

werden kann.” [blu/ki79]

Sei liefern auch Beispiele:
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Summe von Produkten “Kraft mal (kleine) Weglge” — liefert Arbeit;

Summe von Produkten “éhie mal Streifenbreit* — liefert den &theninhalt;

Summe von Produkten “Querschnitt@thieninhalt) mal Scheibchendicke” — liefert das

\olumen;

Summe von Produkterdnderungsrate mal Schrittfige” — liefert den Gesamtzuwachs

einer Funktion, d.h. den Gesamteffekt inferderung. [blu/ki79]

FUCHS [fuchshab] untersucht Methoden zur Visualisierung des Hauptsatzes der Differenzial-
und Integralrechnung, um auf anschauliche Weise die Themali&mubringen.

Wenn wir den Zusammenhang von Differenzial- und Integralrechnung, wie er heute im Haupt-
satz formuliert wird, in die Sprache des 17. Jahrhundkeersetzen wollen, so handelt es sich

dabei um einen Zusammenhang voadHé unter einer Kurve und Tangenten:

“konstruiert man den Grafen der Bchenmal3funktion zu einer gegebenen Funktion
f(x) und betrachtet man die Tangentensteigungen an diesem Grafen,&oneam

die Ausgangsfunktion ziuck.* [volkert87]

BARROW war der erste, der diesen Sachverhalt zu Papier brachte und der damit den Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung auf geometrische Art und Weise erkannte. Er war sich

bereits dem inversen Charakter von Differentiation und Integration bewul(3t.

Nach VOLKERT mangelte es den damaligen Methoden jedoch noch an dreierlei:

1. “an einem begrifflichen Rahmen, der zugleich die Behandlung von Integration und Tan-

gentenkonstruktionen aller Art zulief3;

2. an einem algebraisch-analytischen Algorithmus, der es erlaubte, Funktionen nach Regeln

zu differenzieren und zu integrieren; hierzu bedarf es auch einer geeigneten Notation und

3. an einem systematischen Aufbau der Infinitesimalrechnung (nach dem Vorbild von Eu-
klid).“ [volkert87]
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Dieses zu leisten blieb LEIBNIZ (1646 — 1716) und NEWTON (1643 — 1723) vorbehalten, die
deshalb zurecht als Sepfer der Infinitesimalrechnung bezeichnet werden. In Werken beider f-
indet sich erstmals eine explizite und klare Formulierung des Hauptsatzes der Differenzial- und
Integralrechnung. Infolgedessen entbrannte zwischen ihnen ein heftiger Strdiedavém

den nun diese Entwicklung zuzuschreiben sei. Dieser Ratekiaiimpf bestimmte auch das ma-
thematische Geschehen in der erstefftd des 18. Jahrhunderts, denn die Streitereien wurden
auch noch von deren Aaingern und Saliérn unvermindert fortgetirt.

Fur den weiteren Ausbau der Differenzial- und Integralrechnung zeichneten Namen wie TAY-

LOR, MACLAURIN, die Gebrider BERNOULLI u.v.m. verantwortlich.

Der wohl produktivste Mathematiker aller Zeiten war EULER (1667 — 1748). Sein Werk um-
fasste 72 Binde, von deneruf'unsere Zwecke besondénhstroductio in analysin infinitorum®
(“Einleitung in die Analysis des Unendlichen®)nstitutiones calculi differentialis“(“Lehrbuch

der Differenzialrechnung®) untinstitutiones calculi integralis” (‘Lehrbuch der Integralrech-
nung*) zu ervehnen sind! Sein wichtigster Verdienst war jedoch die Systematisierung des da-
maligen mathematischen Wissens.

VOLKERT verweist dazu auf den ersten Band desroducio” , als“das einflussreichste Werk

in der Geschichte der Analysisund begundet dies folgendermal3en:

“In grofRen Zigen schuf Euler hier die Auffassung der Analysis, wie sie bis heute erhal-
ten geblieben ist. Besonders wichtig ist die Tatsache, dass er den Funktionsbegriff zur

Grundlage dieser Disziplin machte®;

“Euler pragte einen Grol3teil der bis heuifblich gebliegenen Terminologie und standar-

disierte die Symbolik.“[volkert87]

1.3.3 Der Funktionsbegriff

Ich méchte eines der fifiesten Beispiele einer Definition liefern, das von EULER in Band 1

der“Introducio® stammt. Auch VOLKERT zitiert es in seinéGeschichte der Analysis*
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“H angen Gbl3en so von anderen Gléen ab, dass sie sich érdern, wenn die
letzteren sich vémdern, so nennt man die ersterendBen Funktionen der letzte-

ren. Diese Bestimmung ist von sehr allgemeiner Natur und umfasst jede Methode,
mit deren Hilfe eine GiRe durch andere festgelegt wird. Bezeichnet x also eine va-
riable Grol3e, so heil3en alle BRen, die von x akiimgen oder die durch x bestimmt

werden, Funktionen von x.[volkert87]

Bis zu EULER spielte der Funktionsbegriff eine eher untergeordnete Rallgewdhnlich trat

er zugunsten der geometrischen Vorstellung von Kurven in den Hintergrund.

Eingetiihrt wurde der Terminugunctio bereits von LEIBNIZ. Zuerst findet sich bei ihm eine
Verwendung im Sinne voaine Funktion haberspéter vollzieht sich eine Bedeutungsverschie-

bung zueine Funktion seinDurch EULER fand die Funktion die ihr angestammte, fundamen-

tale Bedeutung in der Analysis.

Weitere benhmte Namen des 18. und beginnenden 19. Jahrhunderts sind LAGRANGE (1736 — 1813),
LAPLACE (1749 —1827), FOURIER (1768 — 1830) und GAUSS (1777 — 1855), als einer der

grofl3ten Mathematikenberhaupt, der auf vielen Gebieten arbeitete.

Maf3geblichen Einfluf3 auf die Entwicklung des Funktionsbegriffs hatte das Problem der schwin-
genden Saite, dass von vielen zeitgesischen Mathematikern aufgegriffen wurde. Durch FOU-
RIER’s trigonometrische Reihenentwicklung einer Funktion und durch die, von DIRICHLET
(1805 — 1859) erfundenen und nach ihm benanbligichlet'schen Funktioneist die Diskus-

sion um den Begriff am Beginn des 19. Jahrhunderts recht heftig entflammt.

Durch BOLZANO (1781 — 1848), CAUCHY (1789 — 1857), RIEMANN (1826 — 1866) und
vorallem WEIERSTRASS (1815 — 1897) wird der Prozess Aathmetisierung der Analysis®
[volkert87] vorangetrieben. Die sogenannteghologischen Funktionefithren letztendlich,
infolge der notwendigen Fundierung der Grundlagen, zum mengentheoretischen Funktionsbe-

griff.
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Besonders in der Didaktik bringt man der Funktion und ihrer entwicklungsgeschichtlichen Be-

deutungsveriderung grof3es Interesse entgegen:

“Von besonderem Interessérfdie Schule ist die Entwicklung des Funktionsbe-
griffs. Der heutige Begriff hat eine lange Geschichte dei#sierung hinter sich —

bis hin zu der heutigen Begriffsfestlegung durch Paarmengen, bei der didiagspr
liche Vorstellung von der im freien Zug zu zeichnenden Kurve fast verlorengegan-
gen ist. Manche der ursfinglichen Aspekte finden sich wieder in Zusatzbegriffen
wie Stetigkeit, Integrierbarkeit, Differenzierbarkeit, Rektifizierbarkeit und machen
damit wesentliche Teile der Analysis aus. Der Funktionsbegriféirsiién heutigen
Mathematikunterricht fundamental und wird auf allen Stufen unterrichteln der
Oberstufe wird der Begriff Funktion selbst zum Gegenstand mathematidbleer
legungen. Mit Hilfe der Analysis werden wesentliche Eigenschaften von Funktionen
und Kurven und deren Darstellungen untersucht. Derifatsoll ein gut vernetztes
Schema entwickeln, das Begiffe wie Graf, Tabelle, Kurve, Pfeildiagramm und men-
gentheoretische und algebraische Aspekte miteinander verbindet. Er soll zwischen

Funktion, Funktionwert, -term, -gleichung und -graf trennémken.” [tietze97]

Ich zitiere TIETZE, KLIKA, WOLPERS an einer weiteren Stelle:

“Heute hat sich bei Schreib- und Sprechweisen von Funktionen eine mehr oder
weniger moderne Mengen- und Abbildungsterminologie durchgesetzt. Man unter-
scheidet zwischeRunktion f und Funktionswertf (x,), Funktionstermf (x), Funk-
tionsgleichungy = f(x), Funktionsgraf(x, f(x)) | x € D}. Reelle Funktionen wer-

den dabei in deriiblichen Terminologie als . D —» W mit Definitionsmenge
(bzw. -bereich) D, Abbildungs- (Zuordnungs-) Vorschrift f und Wertemenge (bzw.
-bereich) W geschrieben, wobei®R und W c R ist. [tietze97]"
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KOKOL-VOLJC gibt folgendes zu bedenken:

“Es st bekannt und wird zum Teil in Arbeiten empirisch belegt, dass die Vermittlung
des Funktionsbegriffes an Sdkr/innen, aber auch an gkftige) Mathematikleh-
rer/innen auf erhebliche Schwierigkeitei®Bt, und dass die Ergebnisse des Unter-
richts in Slowenien (wie in vielen andere@rdern) in bezug auf ein Vesstdnis

dieses zentralen Begriffes sehr unbefriedigend sirjlddkol97]

Sie schéigt daher vor, eine unterrichtliche Eimifung des Funktionsbegriffes in Betracht zu

ziehen,

“die sich - im Gegensatz zu vielen Schulbuchwerken - nicht an mathematischen
Strukturen und Definitionen, sondern an Theorigrer die Entwicklung mathema-
tischer Begriffe als kognitiven strukturen orientiert. Nicht das zu Lernende, sondern
die kognitive Entwicklung des Lerners wird zum Organisationspritizie Un-

terrichtskonzeption.“[kokol97]

1.4 Aktueller Stand

Fur die Entwicklung der Mathematik im 20. Jahrhundert, selbst der Analysis allElhef’
schwer, in obiger Weise fortzufahren. Zwstiisch und vielschichtig sind die Entwicklungen,
zu zahlreich die Namen. Es entstanden viele neue Disziplinen, wie etwa die Funktionalanalysis

mit ihren vielféltigen Teilgebieten und Anwendungen.

Die aktuell an loheren Schulen (9. — 12. bzw. 13. Schulstufe) gelehrte Differenzial- und Inte-
gralrechnung wird seit ca. 80 Jahren unterrichtet. Wie wir jedoch gesehen haben, wurde sie im
wesentlichen aber schon im 17. und 18. Jahrhundert entwickelt. Daraus darf man nicht schlie-
Ren, dal sich in der Zwischenzeit nichts getatieh' Die Mathematik des 20. Jahrhunderts un-
terscheidet sich von jener des 17./18. Jahrhunderts genauso wie etwa die Medizin oder die Tech-

nik dieser beiden Epochen.
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Differenzial- und Integralrechnung wird an den Schulen gelehrt, weil sie Grunddagdicier
Natur- und Ingenieurswissenschaften ist und zum "eutis vieler Problemstellungen unserer

Zeit berotigt wird.

Die Inhalte der Analysis

Reelle Zahlen

Funktionen

Folgen und Reihen

Stetigkeit und Grenzwerte

Differenzial- und Integralrechnung

sind fiir den Schulunterricht durch die, den einzelnen Schultypen entsprechenderahehrpl”
klar vorgegeben, doch liegt es nun an einer geeigneten und vorallem dem Computerzeitalter

angepassten Methodik, diese auch entsprechend zu vermitteln!
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2 Didaktik der Analysis im Computerzeitalter

2.1 Mathematikunterricht im Wandel

Durch viele Untersuchungen konnte immer wieder gezeigt werden, dass die meisterutier, Sch™
die im Analysisunterricht vermittelten Inhalte, recht schnell nach der Matura wieder vergessen
haben. Es ist daher wesentlich, die grundlegenden Begriffe und Methoden der Analysis von den
Schilern aktiv erarbeiten zu lassen, d.h. die Neugier und die Lust etwas zu entdecken, muss in
jedem einzelnen geweckt werden. Hierbei wird in letzter Zeit dem Computer und den dadurch
erdffneten Moglichkeiten immer giRere Bedeutung beigemessen. Zu Beginn dieses Einzuges
von Rechensystemen in den Schulunterricht war bereits der einfache Taschenrechner eine grol3e
Hilfe, um lastige Rechenarbeiten abzunehmen und so dewichtigere Inhalte zu sparen. Die
modernen und leistungstarken Computeralgebrasysteme (@h&gk noch viel reichhaltiger
genutzt werden und erfordern daher auch neue methodische und didaktiselteeAnsi sinn-

voll im Unterricht genutzt zu werden.

FUCHS schreibt in seiner Habilitation:

“Die Einfuhrung des neuen Werkzeuges Computeralgebra wird den Mathematikun-
terricht in mehrfacher Weise véndern. Modellbilden, Experimentieren, Argumen-
tieren und Begiinden werden als spezifische Lernziele an Bedeutung gewinnen.
Zusatzlich wird die traditionelle Form der Lehrerzentrierung in einem Mathematik-
unterricht mit Algebrasystemen nicht aufrecht zu erhalten sein. eatst Lehrer-
Schuler-Kkommunikation, Partner- und Gruppenarbeit, 8lehreferate werden da-

zu beitagenDesinteresse und Unlust an der Be&ftigung mit Mathematik zu re-
duzieren.

Mathematikunterricht mit Algebrasystemen muss als Prozess verstanden werden.
Experimente am Computeiitiren zu Vermutungen, Einsichten und erste intuiti-
ve Begriffsvorstellungen werden entwickelt. Am Ende des Probéempiozesses
stehen Ideen und Begriffe mit unterschiedlichen Exaktheitsniveaus. Fundamenta-
le Ideen tagen saliel3lich wesentlich dazu bei, den Lehr- und Lernstoff besser

aufzubereiten, um damit den Unterricht durchsichtiger zu gestalt@fluthshab]
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Freilich steckt diese Entwicklung, hin zu einem bundesweiten, integrierten Einsatz von CAS im
Unterricht, gol3tenteils noch in den Kinderschuhen, doch haben emigigelLehrer diesen
neuen und wohl auch unausweichlichen Weg in die Zukunft eines Mathematiklehrens bereits
beschritten.

BLUM und KIRSCH sprechen volad aquaten Vorstellungen von den grundlegenden Begriffen

und Methoden der Analysisind weisen auf folgendes hin:

“Diese Grundvorstellungen sollen sich beim 8tdr einpragen. Sie sollen ihn -

d.h. den spteren Nicht-Mathematiker, aber eventuell Anwender - in die Lage ver-
setzen, mit den einfachsten Begriffen, Methoden étze® der Analysis bei inner-

und aulRermathematischen Problemen umzugehen. Dieses Handhaben der Analy-
sis, insbesondere auch in anderen Scheliern oder im sgteren Studium bzw. Be-

ruf, soll nicht nur rezepti@iig bei vorgegebenen Beispielen bekannter Art, sondern
verstandig erfolgen, auch in “nicht gehabten* Situationen. Hierzu gdtvor allem

die Fahigkeit, bei einfachen Anwendungsituationen die Begriffe @zeSler Ana-

lysis interpretieren bzw. Aspekte der Situation mathematisieren, allgemeiner zwi-

schen Realét und Mathematik (hier Analysisijpersetzen zudanen.” [blu/ki79]

Dieser Thematik haben sich auch FISCHER und MALLE in ihrem Lehrbuefdéas Fern-
studiumPadagogik @ir Lehrer an loheren Schuler “Fachdidaktik Mathematik* [fi/ma78]

ausgiebig gewidmet.
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2.2 Der Mathematikunterricht im Computerzeitalter

2.2.1 Die Rolle des Rechners im Mathematikunterricht

Der Einzug des Rechners in den Mathematikunterricht erfordet&le@rdenken des mathe-
matischen Curriculums. Unter Rechnern ist heutzutage ein breites Spektrum von technischen
Gerdten und Programmen zu verstehen. Man denkt dabei vom einfachen Taschernubehner
den programmierbaren, den grafkigen Taschenrechner mit und ohne CAS bis hin zum PC
mit vielfaltiger schulrelevanter Software. In gewissen Bereichen entlastet der Rechner (wie et-
wa beim technischen Aufwand), in anderen wiederunandeit oder macht er bisheriges Un-
terrichtsberahen gar ganzberfliissig (wie z.B. bei der Kurvendiskussion). Esférén sich
ganzlich neue Mglichkeiten, um mit mathematischen Themen zu experimentieren und eine
bildhafte Darstellung zu erhalten. Es bietet sich daher die grof3e Chanade@uen und

Schiler fur die Mathematik zu motivieren.

Die Frage inwieweit der Computereinsatz im Mathematikunterriaglmoh ist, ist eng verbun-

den mit der Entwicklung von geeigneter Hard- und Software. Was die Hardware angeht, so hat
in den letzten Jahren eine Entwicklungsexplosion stattgefunden, die vorallem Rechnerschnel-
ligkeit und Speicherkapaait betrifft. Doch hat sich auch bei zweiterem enorm viel getan und

so sind die Grundvoraussetzungen &€inen Einsatz im schulischen Bereich bestens gegeben.
Computeralgebrasystemerkien heute Probleme blitzschnelt€n, die fuher einen enormen

Zeit- und Rechenaufwandifden Schler bedeuteten.

Sehr fith erkannte man aber auch das Risiko eimesrtiiebenen Einsatzes von Rechnern im
Unterricht und die damit verbundenen Folgen.

HANISCH gibt hiertir einen Denkanstol3:

“Ich sehe ein, dass eargerlich ist, wenn bereitsif einfachste Rechnungen der
Taschenrechner benutzt wird, denn ich finde es immer noch als ein erstrebenswertes
Ziel nicht nur die einfachsten, sondern auch einwenig schwerere Aufgaben im Kopf
zu Ibsen. Es ist ja auch nicht schlecht, wenn man trotz eirnggdtfscheines noch

die Beine beiaitzen kann.” [hanisch90]
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2.2.2 Funktion von Rechnern im Mathematikunterricht

TIETZE, KLIKA und WOLPERS unterscheiden im Mathematikunterricht gratzlgh vier

unterrichtsmethodische Gesichtspunkte zum Rechnereinsatz im Mathematikunterricht:

e Medium zur Darstellung, Demonstration und Veranschaulichung mathematisciweoh"

mene wie Kurven, Funktionen, Raumkurvenaéhén, Verteilungen;

e Werkzeug zur Einibung gewisser Techniken und Fertigkeiten, zur Uniézstig des
Verstindnisses mathematischer Verfahren und Begriffe und zur Verringerung des Rechen-

aufwandes bei Beispielen und des Aufwandes bei Termumformungen;
e Tutor, als Hilfsmittel ftir spezielle Lernprozesse;

e Entdecker, als Hilfe beim Entdecken mathematischer Zusamraagk'im Sinne eines
experimentellen Unterrichts, beim Entwickeln udberpuifen von Hypothesen, z.B. bei
der Untersuchung von Vanderungen geometrischer Figuren in Abbigkeit von Eck-

punkten und der Abdrigigkeit gewisser Kurvenscharen von Parametern. [tietze97]

Die Moglichkeit, regelhaftes Operieren dem Computeukarlassen, sowie die Vielfalt und
Flexibilitat der Computerdarstellungen sedern die Art der Auseinandersetzung mit abstrak-
ten mathematischen Begriffen. Der Rechner als Werkzeug hilft deral&cliFehler in lan-

gen Rechnungen und Umformungen zu vermeiden. Es bleibt dadurch mehr Zeit, um sich an-
spruchsvolleren und bedeutend wichtigeretigKeiten, wie Entwickeln vonasungsaratzen,
Herausfiltern von geeigneten Strategien, Intepretieren unduBegn von Ergebnissen, zu wid-
men.

Die Verwendung des Computers als Tutor und Entdecker befindet sich auf Schulniveau noch
in den Anfingen, doch &rinte gerade hieM@th Desktopeine aufMathematicabasierende
Unterrichtssoftware (siehe auch Kapitel 8.1, S. 96), eine Vorreiterrolle einnehmen.

Der Rechner als Entdecker evglicht ein experimentelles Umgehen mit mathematischen Auf-
gabenstellungen, indem man z.B. die Auswirkungen systematischen Varierens gewisser Para-
meter grafisch sichtbar macht. Das gilt besondersiié Betrachtung von Funktions- und Kur-

venscharen undif"die Untersuchung von Zahlenfolgen.
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Bei all den groRRartigen Einsatzglichkeiten des Computers im Unterricht generell und in der
Mathematik im speziellen, sollten wir nicht vergessen, dass hier nur dann eine posinel&er”

rung erreicht wird, wenn auch der Wille und der mersche Einsatz eines jeden Lehrers da-
mit verbunden ist! Es ist daher vonafgter Wichtigkeit, den Umgang mit dem Computer, der
heute schon, in Zukunft aber noch bedeuteadkst'; unseren Lebensalltag bestimmt, in allen

Schulfichern vermehrt zu praktizieren.

Im von REICHEL herausgegebenen Sammelw&@amputereinsatz im Mathematikunterricht*
[reichel95] nehmen einige Mathematikprofessoren und Lehrer verschiedener Schultypen Stel-
lung zur aktuellen Situation in der Schule. Es wird auch die Problematik der Computerausbil-
dung in Zusammenhang mit dem Lehramtsstudium Mathematik angesprochen und nach REI-

CHEL gilt es in diesem Kontext folgende Situation zu bedenken:

“Auf der Seite der Lehrerausbildung sieht es wenig “rosig* aus. Wohl finden sich
in der Ausbildung der zuiknftigen Mathematiklehrer entsprechende Lehrverans-
staltungen, wenige davon sind aber verpflichtend, und zum Teil gibt es immer noch
Mathematiklehrer an Gymnasien, diglrend der Ausbildung keine Lehrveran-

staltunguiber noglichen Computereinsatz géth haben.” [reichel95]

Wir werden uns daheuf’kommende Lehrergenerationen durchalsrlegen mssen, ein allge-

mein verpflichtendes EDV-Basiswissen, ddzei die Informatikkenntnisse der Matura hinaus-
geht, in die Lehramtskandidatenausbildung mit einflie3en zu lassequadé Fortbildungsaglich-
keiten fiir bereits &tige Lehrer mssen selbstvemtdlich auch geschaffen werden, damit einem
zeit- bzw. generationsvergérten Effekt mglichst entgegengewirkt werden kann.

In kaum einem anderen Fach vollziehen sich Entwicklungen derart rasch, wie im Informa-
tiksektor. Gerade deshalb ist dtinterherhinkengegeniber dem aktuellen Stand der Dinge

in diesem Bereich besonders augenscheinlich. Ob bei Softwarepaketen, Programmiersprachen
oder, am leichtesten einsichtig bei Hardwarekomponenten; derartige Bestandtteile eines CAS,
die man in Lernzeitphasen kennenlernt, sind in detesigh Lehadtigkeit schondingstiberholt.
Entsprechende Diskussionebéer einen vermehrten Computereinsatz findenniati EU-weit

statt und gerade deshalb sollte dageireichische Bildungswesen ein starkes Signal setzen und

fruhzeitig die Weichen in diese zukunftsweisende Richtung stellen.
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2.2.3 Eigenschaften einer guten Unterrichtssoftware

Fur einen gezielten und effektiven Computereinsatz im Schulunterricissem” wir uns die
Frage stellen, in welchen Bereichen und in welcher Form uns der Computer von nutzen sein
konnte. Damit ein CAS in der Schule gewinnbringend Verwendung findet, muss nach HEUGL

folgenden Forderungen und Eigenschaften entsprochen werden:

e Benutzerfreundlichkeit: Der Benutzer bestigt nur geringe Kenntnisse zur Bedienung
des Systems. Die Kenntnis einer Programmiersprache ist nicht notwendig. Ausreichende

und klare ErtiuterungenUbersichtliche Beschriftung.

e Betriebssicherheit:Das Programm muss Fehler verzeichnen, es muss absturzsicher sein.
Es muss leicht Eingabekorrekturen egiichen. Es sollte einen Einstieg in verschiedenen

Programmebenenaglich sein.

¢ Interaktionsmoglichkeit: Der Benutzer dihrt den Dialog. Der Benutzer soll durch die
Besclaftigung mit dem Computer zu mathematischem Denken und Handeln angeregt
werden. Es sind z.B. bewuRtitken eingebaut, die den Sdai'auch zum Arbeiten mit
Bleistift und Papier veranlassen. Reine Demos sind dalraddii Einsatz im Unterricht

wenig geeignet (Ausnahme: Simulationen)

e \erschiedene Ein- und Ausgaberaglichkeiten: Eingabe mittels Tastatur oder von der
Diskette. Ausgabe auf den Bildschirm oder auf den Drucker oder auf die Diskettgichit

keiten der Speicherung von Bildern.

e Lehrerschnittstelle: Der Lehrer sollte die Mglichkeit haben, gewisse, seinen Curricu-

lum entsprechende, Vorstellungen vorzunehmen.

e Freiraume: Es sollte nicht nur ein einziger geschlossener Weg angeboten werden. Der
Benutzer sollte als ein sich entwickelnder konzipiert sein. Das Programm sollte diese

Entwicklung beucksichtigen khnen. [heugl87]
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Das Arbeiten mit einer Software soll aber auch eigenes Programmieregleehein. Dadurch

wird das mathematische Denken untetatund ein erweitertes Veestdnis der programmier-
technischen Alaife kann nach eigenem Interesse fouugefwerden.

FUCHS bemerkt in diesem Zusammenhang awuchdfé Lehrerausbildung, das®ine grol3e

Zahl der als wesentlich angesehenen Definitionsmerkmale des Programmierens im Zeitalter der
Computeralgebra als fundamentale Prinzipien des Mathematikunterrichts wirksam bleiben®
und es ist daher auch wichtig, déssese sehr wohl bei der Ausbildung zu lirksichtigen

sind.” [fuchs01]

2.3 Fundamentale Ideen

2.3.1 Begriffliches Erfassen der Thematik

Der Begriff derFundamentalen Ideegeht auf BRUNER in die 60-er Jahren moKk: Er hat ver-
sucht den Unterrichtathern ein ordnendes und strukturierendes Konzept zugrunde zu legen,
das immer wieder auftritt. Seiner Ansicht naelsst sich ein Fach so wissenschaftlich wie auch
erkenntnistheoretisch strukturieren [bruner60].

FINK [finkdipl] geht in seiner Diplomarbeit auf die Entwicklung dieses Begriffes noch etwas

naher ein.

Seither haben viele Fachdidaktiker versucht, Kataloge solcher fundamentalen Ideen zu ent-
wickeln und das Wesen solcher Konzepte zu charakterisieren. SCHREIBER [schrei83] stellt

zurdchst folgende Forderungemrféine Auseinandersetzung mit universellen Ideen:

e Weite, d.h. logische Allgemeinheit
e Flle d.h. vielaltige Anwendbarkeit und Relevanz

e Sinn, d.h. Verankerung im Alltagsdenken, lebensweltliche Bedeutung
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Einen neueren Versuch einer Begriffsdefinition nach SCHWILL, die sich aus obiger weiterent-

wickelt hat, nochte ich auch noch zitieren:

“Eine fundamentale ldee (bezgl. einer Wissenschaft) ist ein Denk-, Handlungs-,

Beschreibungs- oder Edungsschema, das

e in verschiedenen Bereichen (der Wissenschaft)altg/fanwendbar
oder erkennbar ist

(Horizontalkriterium)

e auf jedem intellektuellen Niveau aufgezeigt und vermittelt werden kann

(Vertikalkriterium)

¢ in der historischen Entwicklung (der Wissenschatft) deutlich wahrnehmbar ist
und langerfristig relevant bleibt

(Zeitkriterium)

¢ einen Bezug zu Sprache und Denken des Alltags und der Lebenswelt besitzt
(Sinnkriterium).” [schwill94]

2.3.2 Fundamentale Ideen im Mathematikunterricht

Natirlich lassen sich auch gesondait flas Fach Mathematik fundamentale Ideen erkennen.
Mann kann sogar davon ausgehen, dass das Erlernen der Mathematik durch fundamentale Ideen

getragen wird. Ich zitiere BAIREUTHER:

“Eine wirkungsvolle Vorbereitung auf 'mathematikhaltige’ Lebenssituationen kann
nicht mehr in der blof3en Vermittlung mathematischer Inhalte und Fertigkeiten be-
stehen. Wtig ist vielmehr eine vénderteUnterrichtskultur, die anhand der Aus-
einandersetzung mit Mathematik fundamentale Ideen der Mathematik zum Zentrum

der Lernerfahrungen macht.[baireut99]
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Er verweist in diesem Zusammenhang auch auf eine Liste fundamentaler Ideen der Mathematik

nach HEYMANN:

e Die Idee dedMessensals Basis iir zuverhssige Golienvorstellungen.

e Die Idee desaumlichen Strukturierens als Verbindung konkreter Anschauung mit dem

Aufbau abstrakter Begriffssysteme.

e Die Idee desnathematischen Modellierens als Ubertragung realer Situationen in eine

fur mathematische Betrachtungsweisenangjiche Darstellung.

e Die Idee derZahl als Denkobjekt mit unterschiedlichen Bedeutungsaspekten und gleich-

zeitig als Element in einem systematisch geordneten und strukturierten Zahlbereich.

e Die Idee degunktionalen Zusammenhanges als Hilfe beim Aufbau von ordnenden Be-

ziehungen in sonst tierschaubaren Gesamtheiten.

e Die Idee dedlgorithmusals Optimierung unterschiedlicher Handlungggiichkeiten in

einem Bereich verwandter Problemfpaireut99]

Diese Auflistung liel3e sich wohl beliebig verfeinern,@mgén oder vealiigern, ich rochte aber
stattdessen noch auf Standpunkte weiterer Didaktiker hinweisen, die sich mit diesem Thema

intensiv bescéhftigt haben und auch noch immer beattlgen.

FUHRER [fiihnrer97] nennt in Anlehnung an die Konzepte von SCHWEIGER folgende zentra-
len Ideen der Mathematik: Induktion, Approximation, Algorithmisierung, Invarianz, Symme-
trie/Symmetrisierung und Kontrolle.

(ndhere Ausiihrungen dazu siehe auch [finkdipl], S. 17 — 18)

Durch den Einsatz des Computers ist neuerlich eine Diskussion um die Inhalte und Lehrme-
thoden der Mathematik entbrannt. PICKER orientiert sich an BrunersuBdgrigen i das
Lehren vonFundamentalen Ideerfl)bessere Fal¥lichkeit, (2)langsameres Vergessen, (3)besse-
rer Transfer, (4)kleinerer Zwischenraum zwischen fortgeschrittenem und elementarem Wissen

und erginzt sie um weitere drei:
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(5) Die Lehrgegenstide werden interessanter. Die Slen'werden besser motiviert.

(6) Die Lehrgegenstide sind wirklichkeitsafier. Die Schier erleben echten Mathema-
tik.

(7) Die Lehrgegenstide fordern heraus. Die Sdbi’ entwickeln problendSendes Den-
ken. [picker85]

Besonders gut finde ich den Inhalt dexhsten Zitats, da PICKER von der theoretischen Unter-

richtsdiskussion auf den, meiner Meinung nach, wirklich wesentlichen Kern der Sache kommt!

“In der Neuen Mathematik ist vielfach versucht worden, neue Inhalte mit den tra-
ditionellen Methoden zu behandeln. Dieser Beitrag soll dazu anregen, umgekehrt
zu verfahren, amlich: traditionelle Inhalte in neue Zusammemge zu bringen.

Es muss doch unser Ziel sein, wie es WAGENSCHEIN einmal formuliert hat, den

Druck des Lehrenden durch den Sog der Sache zu ersetainker85]

HUMENBERGER und REICHEL beselftigen sich spezieller mit der angewandten Mathema-
tik und halten fest:
“Die fundamentale Idee der Angewandten Mathematik ist ein Verfahren, Prinzip, Prozess oder

Schema, eine Methode, Strategie, Handlung, Technik, der/die/das

1. bei der Beschreibung der uns umgebenden Welt und bei@rmig von Problemen in

derselben breite Anwendung bzufig und vor allem vielseitigen Einsatz findet,

2. geeignet ist, den Lehrplan eines anwendungsorientierten Mathematikunterrichts verti-
kal zu strukturieren, d.h. sie soll auf verschiedenen Abstraktionsebenen und Niveaus
“Realisierungen” besitzen und in der sogenann@urriculumsspiral@nmer wieder auf-

tauchen Bnnen,

3. zur Beantwortung derrBgen “Wasist Angewandte Mathematik?‘ bzw. “Was bedeutet
ein Anwenden von Mathematik?* etwhsitragen kann, d.h. sie soll den Prozess des An-
wendens von Mathematik transparenter bzw. das “Wesen* der Angewandten Mathematik

deutlich machendnnen, und
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4. innerhalb der Angewandten Mathematik bzw. ihres Unterrichts eine gewisse Ordnung von
Inhalten und PAnomenen zu stiften imstande ist, regulierend wirkt, Querverbindungen
bzw. Verzahnungen schafft und so ein Zersplittern bzw. ein beziehungsloses“Nebeneinander

der Inhalte verhindert.” [hum/rei95]

Aus diesen Forderungen heraus nennen sie sieben Bereiche, die sie aukHiabsi*Fundamentale

Ideen der Angewandten Mathematikium/rei95] behandeln:

Modelle, Sprache undbersetzungsvoenge

Naherungsverfahren, &herungswerte und Fehlerkontrolle

Stochastik

Optimieren

Algorithmen

Darstellen von Situationen unter einer “mathematischen Brille* - Heuristik

Vernetzen mathematischer Sachverhalte - “Projekte” und “Facharbeiten*

Im Zusammenhang mit Fundamentalen Ideen im allgemeinen und speziell im Kontext eines
Mathematikunterrichts mit Computern, sei noch einmal auf die Diplomarbeit von Herrn SIL-

LER [silldipl] hingewiesen.

Aus den oben angehiten Katalogen wchte ich nun zwei Ideen herausgreifen, die sich bei
der Ausarbeitung déevi@th Desktop Lerneinheiten zur Anwendung der Integralrechnung, als
notwendig und sehr hilfreich erwiesen. Es handelt sich dabei um die Begpfieoximation

und Algorithmus die als fundamentale Ideen im Sinne einer EDV von besonderer Tragweite

sind.
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3 Approximation als fundamentale Uberlegung in der Ma-

thematik

3.1 Approximation - eine immer wiederkehrende Idee

Die Approximation ist ein Begriff, ein Werkzeug, eine Methode, ein Grundgedanke, der/die/das
in der Mathemakik eine wichtige Rolle spielt. Wie schon in den Katalogewig Fundamen-

talen IdeenKapitel 2.3.2, S. 32ff), wird dabei nicht immer explizit der Begriff Approximation
verwendet. Die grol3e Bedeutung dieses Themas liegt in seinealtiggfy Verwendung und

den variierenden Erscheinungsformen.

In der Arbeit‘Die Approximation als verbindendes Element in der Analysistersucht WITT-
MANN die Differenzial- und Integralrechnung in Verbindung mit dem Approximationsgedan-

ken und kalt dabei fest:

“Eine Akzentuierung des Approximationsaspektes bei der Behandlung der
Differenzial- und Integralrechnung auf dem Gymnasium erscheint i.w. aus zwei

Grunden gerechtfertigt:

e Die fundamentalen Begriffe der Theoriérinen von der Approximation hetrukturell
einheitlich betrachtet werden und zwar in einer Weise, die auf allgemeinere Situationen

Ubertragbar ist.

e Man gewinnt auf diesem Weg einen Zuganguumerischen Approximation.” [wittma72]

KNOCHE und WIPPERMANN bezeichnen die Approximationsidee sowolFaiglamentale

Idee der Analysiswie auch alsglobales StofforganisationsprinzipDemzufolge lassen sich
“die Grundbegriffe der Analysis, der Konvergenzbegriff, der Stetigkeits- und Differenzierbar-
keitsbegriff sowie der Integralbegriff unter dem vereinheitlichenden Aspekt der Approximation

definieren oder interpretieren.fkno/wip86]
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TIETZE, KLIKA und WOLPERS verwenden digApproximation als Grundideeim Zusam-
menhang mitGrenzprozessen (im weitesten Sinn)*

Ich fahre mit dem Zitat an einer anderen Stelle fort;

“Zahlen, GroRen, Funktionen und deren Grafen, geometrische Figuren, die kom-
plizierter oder zuAchst gar unbekannt sind, werden durch einfachere, leichter zu
handhabende oder besser amgliche ange&hert oder ersetzt. Ziel ist es dabei, die

Abweichung vom Original so klein wie nur irgendgitich zu machen.“[tietze97]

Weiters nennen sie dlbereichsspezifische Strategieer Approximation die Begriffétera-
tion (die gelegentlich auch atsikzessive Approximatitezeichnet wird) un&ekursion.

Nach WEIGAND [weigand89] und HUMENBERGER / REICHEL [hum/rei95}rkien bei-
de auch als besondere Form der universellen Algerithmusangesehen werden (siehe dazu
Kapitel 4.2.1, S. 47ffund 4.2.2, S. 49ff).

3.2 Approximation und Schulrelevanz

Der Begriff Approximation wird im Schulunterricht nur selten explizit @t oder behandelt.

Er wird eigentlich nur in Zusammenhang mit verwandten Begriffen durchgenommen, die die-
sem Themenbereich zugeordnet sind.

Frau STOCKHAMMER spricht in ihrer Diplomarbéif\pproximation als Fundamentale Idee
des Mathematikunterrichtgstockdipl] dabei von folgenden Begriffen:

Naherung und Bherungswerte

Fehlerrechnung

Genauigkeit

Naherungverfahren

Insofern begleitet die Approximation also alle Schulstufen und sie ist von besonderer Bedeu-

tung in der Vorbereitung auf die Analysis.
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Ersten Kontakt mit Approximationen macht der 8t&#r'schon fuh beim Runden und Satzen,

bei denUberschlagsrechnungen und beim Ermitteln von Schranken. Die Bedeutung dieser In-
halte wird uns in Anbetracht der &tffungsumstellung bei jedem Einkauf bewuf3t. Wie aus ak-
tuellen Umfragen immer wieder hervorgeht, rechnet nach wie vor ein Grol3teaktkréichi-
schen Beulkerung den Kaufpreis von Waren in altbekannte Schillinglgggnim, da die Werte-
vorstellung und die Kaufkraft immer noch an den Schilling gekoppelt ist. Der Umrechnungskurs
ist jedoch mit IEURO = 13, 7603AT Snicht gerade optimal gea¥ilt, um schnelle Kopfrech-
nungen durchzuffiren. Man muss sich im Alltag milberschlagsrechnungen uné&rungs-
werten begungen. Es stellt sich nun die Frage, mit welcher Genauigkeit wir deadialishen

Wert bestimmen wollen.

Ich zitiere HUMENBERGER / REICHEL :

“Ein angemessener Umgang mit Zahlen, ein@efur sie, die FRahigkeit, verschie-
dene Werte in sinnvoller Genauigkeit angebenamrien (“Naherungswerte®) und
Kritikf ahigkeit gegetiber unniglichen bzw. sinnlosen Rechenergebnissen sind u.a.
sehr wesentliche Ziele des Mathematikunterrichts, sie verdienen u.E. schon in der
Unterstufe (S I) mehr Beachtung als allgemalsiich. ... Numerische Mathema-

tik sollte eine Erziehung zu sinnvoller Genauigkeit, zu eineégadten Umgang

mit Naherungswerten und elementareéh¢rungsverfahren, zum Bewul3tmachen
von Fehlern und deren weiteren Auswirkungen, zur aufmerksamen Kontrolle der
Rechnungen bzw. der Rechenschritte oder zu Verantwortungsbewul3tseiiogegen
ihren Ergebnissen. Vielleichtimden die oft %llig unreflektierten und unkritisch
hingeschriebenen Ergebnisse, denen zufolggeZmit5 361 4357km/h (Gibl3en-

ordnung und Genauigkeit!) fahren, etwas seltenghtim/rei95]
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3.2.1 NAherungswerte

“In der angewandten Mathematik ist es ohne Zweifel so, dass “exakte Ergebnisse”
eher die Ausnahme undaNerungswerte die Regel sind. Es kann oft geradezu als
Kennzeicheriir die Glaubwiirdigkeit einer Anwendungsaufgabe gelten, ob in ihrer
Angabe “realistische” Zahlen stecken.. Bei Zahlenangaben, die Ergebnisse von
Messungen sind (“Mel3werte*), bei Siaungen oder grundeten Wertednkien

wichtige Begriffe der “Niherungsrechnung” verdeutlicht werden[hum/rei95]

In diesem Zitat von HUMENBERGER/REICHEL wird auf die Bedeutung vahBrungswer-
ten flir die Angewandte Mathematik hingewiesen. Um ihre Vorstellungen zu versinnbildlichen

geben sie auch einige konkrete Beispiele, was sie tméen Uinftigen” Angaben verstehen:

1. Die Breiteb eines Flusses wurde auf Bgesclatzt.
2. Die Laufzeit eines Salérs bei einem 660 Lauf betrugt = 9,4 Sekunden.
3. Ein geb&duchlicher Niherungswertuf'rr ist r = 3, 142.

4. Eine Kleinstadt hat ungefir 25 000 Einwohner. [hum/rei95]

Esfindet sich unter diesen Beispielen auch eines, das baret®fGriechen von grof3er Bedeu-
tung war:“Die Approximation des VerBltnisses der Fdchen von Kreis und Quadratlper dem
Kreisradius) mit Hilfe von ein- und umbeschriebenen regdigen6 - 2" — Ecken” [tietze97];
also die Approximation der Zahi.

Archimedes rechnete bis zur Abstthiing durch ein 96 — Eck und erhief3< 7 < 32, in De-
zimalzahlen 31408< 7 < 3,1429 — im obigen Sinn also bereits eine ganz gute umdlié

Schule brauchbare Eingrenzung desdeltdichen Wertes.
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Frau STOCKHAMMER [stockdipl] verwendet in ihrer Diplomarbeit ein Beispiel der Astrono-
mie, wobei sie die Darstellung vonauf 30 Kommastellen genau verwendet und die Auswir-
kung auf Rechenergebnisse durch diesen Rundungsfehler diskutiert. In der Folge unterscheidet
sie“grobe” und“feine” Naherungswert und ertert austirlich, wie sie sich eine solche Eintei-

lung vorstellt. Sie versucht durch konkrete Beispiele diesen Terminus auderi"Schulunter-

richt umzusetzen.

Durch die Mathematik &rfinen wir die Wirklichkeit nicht absolut exakt erfassen und beschrei-
ben, wir konnen jedoch nahezu beliebig genawhbrungswerteuf diverse Probleme angeben.

Die Genauigkeit muss dabei an individuelle Aufgabenstellungen angpasst sein, da es wenig
Sinn macht, im Bemfien um aufRerordentliche Exaktheit zu agieren, wenn bereits Angaben, die
durch MelRvorghge erhalten wurden, mit Fehlern behaftet sind! Die Aufgabe der Schule besteht
also darin, ein Geftil im Umgang mit Nitherungswerten, Genauigkeit und Fehlerabtarigen

Zu vermitteln.

Naherungen sind im Mathematikunterricht allgegenwertig, sie sind uns jedoch nicht immer be-
wul3t. Wir werden damit konfrontiert, wenn wir gewisse Ergebnisse am Taschenrechner ablesen,
da dieser nur eine besemkte Anzahl von Ziffern am Display darstellen kann. Wir runden oder
lassen sogar beim Niederschreiben dieser Ergebnisse noch einige Kommastellen weg. Selbst
das vom Rechner ermittelte Ergebnis ist nicht fehlerfrei, da auch der Rechner Ergebnisse nach
vorgegebenen Verfahren oder Algorithmen erarbeitet. Dabei laufen nur endliche Prozesse ab,
Rechnerausgabemiien daher auch nurddérungswerte sein. Ein typisches Beispiatedié
Approximation von Irrationalzahlen durch Folgen rationaler Zahlen ist etwa der Heron’sche
Wurzelalgorithmus, der in Taschenrechnern und PC’s zur Berechnung von Wurzeln verwendet

wird.
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3.2.2 MNAherungsverfahren

Das Heron’sche Approximationsverfahren ist nicht nur Rechner von Bedeutung, es kann
auch im Mathematikunterricht sehr gut eingesetzt werden, da mit Hilfe der rekursiv definierten
Folgea, = 1unda,,; = - (a, + %), n € N der Wert fir y/a bereits nach wenigen Schritten

mit groRer Genauigkeit approximiert wird.

Es ist allgemein bekannt, dass as Polynomep(x) vom Grade goRer als 5dif die Gleichung

p(x) = 0 keine allgemeinendsungsformeln und daher auch keine exaktesurgen gibt, daher

sind Naherungsverfahren zur Bestimmung von Nullstellen solcher Funktion von grol3er Bedeu-
tung. Im Schulunterricht bedient man sich dabei meist als Anwendung des Zwischenwertsatzes
dem Intervallhalbierungsverfahren (auch Bisektionsmethode genannt), dem Sekantenverfahren
oder dem Newton'schenaerungsverfahren. Ichaufite in diesem Zusammenhang auch auf

die Konvergenzetrachtungen von Folgen durch Herrn FUCHS [fuchshab] verweisen.

Das Losen einer Gleichun@i(x) = 0 kann jedoch auch auf das Suchen des Fixpunktes einer

bestimmten Funktiof zurnickgetihrt werdenF(x) = x [hum/rei95], z.B.:

Definiere: fx) =x3—x+1; F)=x3+1

Dann qilt: fx)=0 — F(X) =X

Dieses Suchen des Fixpunktesiner Funktion F kann in gewissemllen sehr einfach iterativ
erfolgen (F wird deshalb aucherationsfunktion zu fgenannt). Man sollte auch anmerken,
dass prinzipiell alle [dherungsverfahren nur unter mehr oder weniger strengen Voraussetzungen

funktionieren und, selbst wenn dieseudifsind, auch nicht immer zum Zietfiren.

HUMENBERGER und REICHEL [hum/rei95] sprechen neben Mel3- und Rundungsfehlern
noch eine weitere Fehlerquelle an: den sogenariveriahrensfehler, der seine Wurzeln im
Verfahren selbst hat. Er kommt zustande, wenn Vereinfachungen gemacht (z.B. Terme wegge-
lassen) werden, oder wenn von vornherein Verfahren angewendet werden, die ein Ploblem an

sich nur mehr approximatioken.
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Ich zitiere:

“Bei den meisten Bherungsverfahren kann der Verfahrensfehler prinzipiell sogar
beliebig klein gemacht werden, wenn “degend* Rechenarbeit investiert wird, die
aber — und darin besteht ja erst die Rechtfertigung dieser Verfahren im Unterricht

— durch den Taschenrechner oder sogar Computer abgenommen werden kann und
soll (sinnvoller Taschenrechner - Einsatz)! Es gibt daher u.E. keinen Grund, die-
se Methoden als qualitativ minderwertig einzustufen (“nuraierungsverfahren)

oder sie als drittrangig bisiberhaupt nicht zu behandeln;

...es wird der “dynamische” und “algorithmische” Aspekt der Angewandten Ma-

thematik erst durch die &herungsmethoden erleb- und nachvollziehbdHtim/rei95]

Der wichtigste Spezialfall der Approximation, dieneare Approximatioykann auch der funda-
mentalen Idee ddrinearisierungzugeordnet werden, wie es TIETZE, KLIKA und WOLPERS
[tietze97] vorschlagen und handhaben.

Fur die Hervorhebung des Konzepts der linearen Approximation (auch Linearisierungskonzept
genannt) werden in der Literatur mehrererfdé genannt. KRONFELLNER [kronfe77] hat sich

in seiner DissertatiotStudien zur Linearisierung‘besonders intensiv mit diesem Thema aus-
einandergesetzt und auf ihn soll an dieser Stelle weiterverwiesen werden.

Man kann grob sagen, dass bei der linearen Approximéationtlinearesdurch etwas passendes

(Affin-) Lineares ersetzt wird; man spricht auch vVaister Naherung®:

¢ Linearisierung einer Funktion durch Tangenten oder Sekanten

e Approximation durch Polygone zur Bestimmung von Bagregen und Rhcheninhalten
e numerische Differentiation

e numerische Integration (Anwendung der Mittelwatie)

e Darstellung gewisser Differenzialgleichungen (der Formeyf (X, y)) in einem Richtungs-
feld

¢ lineare Interpolation|[tietze97]
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Es wurde hier im letzten Punkt die Interpolation genannt. An anderer Stelle gehen die Auto-
ren darauf noch einmal ein und fordeur finterschiedliche Verfahren der Approximation und

Interpolation:

“...neue Problemfelder zu erschlie3en, die gut augjich sind und es gestat-
ten, exemplarisch wichtige Aspekte der Mathematik und die universelle Idee des

“Optimierens* hervorzuheben*:

1. Bei der mathematischen Beschreibung auRermathematischer Sachverhalte galft es h
ig darum, eine Menge von Mel3punkten (so@giZptunkte) in raglichst optimaler Weise
durch den Grafen einer einfachen Funktion zu verbinden

(Interpolation).

2. Man nochte eine schwer handhabbare Funktion, zumindest in einer gewissen Umgebung
einer Stelle, raglichst optimal durch eine einfachere ersetzen

(Approximation). [tietze97]

Herr SILLER behandeltin Kap. 2 seiner Diplomarbeit auch ganz konkréfgiproximation in

der Integralrechnung‘und flir erginzende Angaben sollte auch sein Werk beigezogen werden!
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4 Bedeutung von Algorithmen tr die Mathematik

4.1 Begriffsanalyse

Wenn man sicluber die Zugebrigkeit des Begriffeg\lgorithmusGedanken macht, so kommen
einem wohl entsprechende Begriffe, wie Computer, Informatik, Mathematik, u.v.m. in den Sinn.
In Verbindung mit diesen \Wftern ist es wohl auch einleuchtend, dass Algorithmen in vielen
Bereichen unsereaglichen Lebens nicht mehr wegzudenken sind.

Die folgende Liste gibt einige Beispiele:

e Regelung von Bus- und U-Bahnverkehr

e Steuerung von Kraftwerken und Telekommunikationssystemen
e Organisation von Bibliotheken

¢ Analyse finanzwirtschaftlicher Daten

e Codierungstheorie und Kryptografie

e Astrophysik und Relativétstheorie

e Optimierungsprobleme

¢ Modellierung technisch-physikalischer Vamge

ZIEGENBALG versuchtim Vorwort seines Buchgslgorithmen - Von Hammurapi bis Gdel*

ebenfalls auf die grundlegende Bedeutung von Algorithmen hinzuweisen:

“F ur viele Menschen ist die Algorithmik (also die Lehre von und die Bdteh
gung mit den Algorithmen) ein esoterisches Spezéipimen unserer vom Com-
puter durchdrungenen Zeit, das nur interessant zu sein schiginbchgradig spe-

zialisierte Berufsgruppen, insbesondere Computerprogrammierer. Dieses Bild ist
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jedoch nicht nur unzutreffend; das Gegenteil ist eher richtig. Mit den ihnen inne-
wohnenden Eigenschaften der Elemen#driKonstruktiviat und Beziehungshal-
tigkeit (Vernetztheit und Vernetzbarkeit), mit ihredrerung experimenteller und
operativer Arbeitstechniken stehen Algorithmen im methodologischen Zentrum ma-

thematischer Bildung — und weit daver hinaus.” [ziegenb96]

Geb@duchliche Erkdirungen @it Algorithmusin Worterhichern oder Lexikas sind: Rechenver-
fahren, Rechenvorschrift, Regel oder Autsftingsvorschrift.

Mit solchen Begriffen wird man im allgemeinen mehr anzufangen wissen und man wird auch
die Zusammendrige, zum vorher angaftén Katalog von Anwendungsgebieten, leichter her-

stellen lonnen.

HUMENBERGER und REICHEL liefern die folgende Edkling:

“Das Wort “Algorithmus® bezeichnet eine Folge von genau definierten Anweisun-

gen (meist mathematische Operationen) zisung eines Problems.fhum/rei95]

Sie erginzen diese Definition noch durch jene von ENGEL [engel77], der den Begriff des Al-
gorithmus als'stark Uberlappend mit den Begriffen Rezept, Prozedur, Prozess, Methode, Re-
chenverfahren‘bezeichnet.

Die Entstehung des Begriffédgorithmusst auf das Werk eines bedeutenden, persisch-arabischen
Mathematikers des 8. Jahrhunderts n.Chruzkizutihren. Dessen Arbeiten wurden etwa 400
Jahre spter in Spanien ins Lateinischiértragen. DidJbersetzung beginnt mit den Worten
“Dixit Algoritmi: .. .", was soviel bedeutet wie “Algoritmi hat gesprochen: ...“. Diese Angabe
beruht auf der Ortsaassigkeit des Autor$al-Khowarzmi* (“der aus Khowarizim Stammen-

de). In der Literatur finden sich zahllose Schreibweisen dieses Namens! Im Laufe der Zeit

leitete sich daraus durch Sprachtransformation der Bedlgibrithmusab.

In den anschlieRenden Kapiteln werde ich mich haagitbch auf die Verwendung von Al-
gorithmen im Mathematikunterricht besahnken. Teilweise Austije in die Informatik und
Computerwissenschaften, sowie Fachbegriffe in diesem Zusammenhang werden sich aber kaum

vermeiden lassen.
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4.2 Facetten des Algorithmenbegriffes in der Schule

Wie bereits in Kapitel 3.2.2, auf S. 40 emwit, lassen sich Algorithmen, wie z.B. dee-

ron’ sche Wir zel al gori t hnmus zur Approximation einer Quadratwurzel im Schulunter-
richt gut verwenden. Dieses Beispiel ist jedoch sicherlich nicht das einzigeydd® fSchule
relevant vare. Algorithmen werden schon bei den ersten Kontakten mit Mathematik praktiziert.
Arbeitsschritte, die beim Erlernen dér undr echnungsar t en durchzutihren sind, stellen

Algorithmen dar.

HUMENBERGER und REICHEL holen noch weiter aus, um die ldee des Algorithmus ge-

schichtlich schon sehrdhi (elementar) aufzuzeigen:

“...wenn z.B. eine Aufgabe mit “allgemeinen Zahlen* durchgerechnet wird, so er-
halten wir i.a. eine “Formel* fir gewisse gesuchte Gi8en, in die die jeweiligen
Zahlenwerte nur mehr eingesetzt zu werden brauchen. Mit “einem Schlag” sind
damit auch amtliche analogen Aufgaben (andere Zahlenwertepgield.h. ohne
weitere geistige Anstrengung liefert datgorithmus der losungsformelie je-
weilige Losung! Diese Sichtweise sollte u.E. selitfiEingang in den Unterricht
finden, da sie sehr traghig zu sein scheint und bereits auf den elementarsten Stu-
fen des Unterrichts gut vermittelbar ist! Vielfach ligtte es auch hier nur eines
Explizit- bzw. BewulRtmachens und Betonens dieser implizit ohnehin in den meisten

Fallen von Unterricht vorhandenen Sichtweisdtium/rei95]

DerDi vi si onsal gori t hnus stellt ein wichtiges Mittel dar, um Dezimaldarstellungen von
Briichen zu erhalten. Gute Beherrschung des schriftlichen Dividierens ist aber auch dieBasis f~
einen weiterihrenden Algorithmus, der heute (ausu@dén der Stoftille und Zeitmangel) lei-

der kaum mehr in den Mathematikunterricht einbezogen wird. Sobald arahah die Wurzel

aus einer Zahl ziehen soll, greift man ganz selbstaeditth zum Taschenrechner. Das Ziehen
der Wurzel aus einer Zahl geht aber auch ohne Rechner ataririgsverfahrgrer Hand Gu-

te Beschreibungenufdasschri ftli che Wirzel zi ehen von Quadratwurzeln [hempel]

und Kubikwurzeln [bartels] anhand von Beispielen kann man unter anderem auch im Internet

finden. Es gibt aber auch Probleme in der Mathematik, die nicht mit Algorithmesekr-
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den konnen; nicht wenige derartige Aufgaben sinddatdich bekannt. Allerdings sind wesent-
lich mehr Probleme bekannyifderen losung ein Algorithmus gefunden wurde — oder sogar
mehrere! Viele Aufgaben waren lange, trotz der Existenz von Algorithmen zu ilosung;,
bei unginstiger Wahl oder gf3eren Werten der sie bestimmenden Ausgamdsgr praktisch
undurchtihrbar, da der Aufwanduf"diese Algorithmen zu grofd war (siehe aucblqaii87]).

Computer schaffen hier neue ungeahnieghthkeiten.

Weitere Beispiefunktionierendeierfahren, die in den Kernlernzielen vorgesehen sind, zumin-

dest aber in den RahmenlehapEn enahnt werden, sind:

DasSieb des Eratosthenesr Bestimmung von Primzahlen

Der Euklid’'sche Algorithmugur Ermittlung des gif3ten gemeinsamen Teilers
Der Algorithmus von Gaufr die L6sung von linearen Gleichungssystemen
DasHorner — Schemaur Berechnung von Polynomfunktionswerten

u.v.m.

Damit eine Diskussiomber die Funktionstchtigkeit der Verfahren stattfinden kann, werden
kritische Betrachtungen, wie etwa allgemeine Atsgzhigen oder dddberptifen des Konver-
genzverhaltens notwendig [fuchshab].

Moderne CAS wieMaple oder Mathematicaernoglichen die Anwendung solcher und vieler
anderer Algorithmen, ohne dass der Benutder Programmierkenntnisse wagEn muss. Aus

der Idee, dass man auch symbolisches Rechnen mit Hilfe von Maschinenutuweshkann,
resultieren hohe Anforderungen an die Schnittstelle zwischen symbolischen und numerischen

Operationen.

ENGEL hat schon rechtdit erkannt, welche Auswirkungen der Computer auf die Didaktik ha-
ben wird und schrieb schon 1977 in seinem BtElementarmathematik vom algorithmischen

Standpunkt:
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“Um die Jahrhundertwende hat F. Klein eine Reform des Mathematikunterrichts
eingeleitet. Die Reformbewegung adoptierte das Schlagwort “funktionales Den-
ken“. Der Funktionsbegriff sollte als Leitbegriff den ganzen Stoff durchdringen.
Durch die weite Verbreitung der Computer und Taschenrechner ist die Zeit reif ge-
worden fir die rachste Reform unter dem Schlagwort “algorithmisches Denken*.
Der Begriff des Algorithmus sollte als Leitbegritfrfdie Schulmathematik dienen.

Wir missen den gesamten Schulstoff vom algorithmischen Standpunkt neu durch-

denken."[engel77]

Die ndchsten beiden Abschnitte behandelnei bedeutende Formen von Algorithmemie sie
von HUMENBERGER und REICHEL bezeichnet werden und in &mndamentalen Ideen

der Angewandten Mathematilsehr umfangreich ausgearbeitet sind. Ich zitiere weiter:

“Die Iteration und die Rekursion sind zwei se@innliche Prinzipien, die in der An-
gewandten Mathematik immer wieder verschiedenartigste Realisierungen finden.
Der algorithmische Standpunkt ist geradezu kennzeichnendié Angewandte
Mathematik im allgemeinen undirf die numerische Mathematik im besonderen,
weil viele Problembsungen auf das Konstruieren und Ablaufen-Lassen geeigneter

Algorithmen hinauslaufen.fhum/rei95]

4.2.1 Iteration

“Eine Iteration ist ein spezieller Algorithmus, bei dem wiederholt “dasselbe getan®
wird. Dabei wird meist das Ergebnis (der Ausgangswert) das k — ten Durchlaufes
als Startwert (Eingangswertyif den(k + 1) — ten genommen. Die meisten Algo-
rithmen werden nicht in “nairlicher* Sprache formuliert, in der Regel werden
dafur “formalisierte® Sprachen (Programmiersprachen) verwendet, die auch ein
Computer “verstehen® kann — dies gilt insbesondsdie iterationen, wobei meist

nur der Ablauf eines Durchgangs wirklich beschrieben (“programmiert‘) werden
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muss, daher sind die Programme i.a. relativ einfach und kurz (*Schleifen*). Das
Ergebnis des k —ten Durchgangs kann nach der #using dernk+1) — ten oft wie-

der vergessen werden, was bedeutet, dal? i.a. auch nur relativ wenig Speicherplatz
fur die Implementierung in einen Computestig ist, Dem Computer ist nur mit-
zuteilen, wie viele Durcllufe er machen soll (z.B. mit einer Abbruchbedingung),
und das Ergebnis wird oft in Sekunden geliefert (zumindestie Probleme in der

Schule).* [hum/rei95]

Beispiele fir einfachste Iterationenavén das Aufahlen der natrlichen Zahlen, wo immer
wieder das selbe getan wirdamlich 1 addiert bzw. der Nachfolger bestimmt, oder die Multi-
plikation 4- 3 iterativ zu l6sen, indem man, von 0 ausgehend, viermal das selbeatutjah’'3

addieren: 0+ 3=3,3+3=6,6+3=9,9+3=12.

Zwei Schlagverter in Zusammenhang mit Iterationen sind die beiden Begriffe: Startwert und
Abbruchbedingung. Der Startwert ist Ausgangspunktdin Verfahren und seine Wahl ist oft
entscheidendur’ die Wirkungsweise desselben. Die Abbruchbedingung entscheiddiedar”

wie lange das Verfahren angewendet werden soll.

Wichtige Anwendungsbereiche von Iterationen sind:

1. Wachstumsprozesse

(a) Lineares Wachstum (z.B untahfiges Verzinsen)
(b) Exponentielles Wachstum (z.B. Zinseszinsrechnung)

(c) Logistisches Wachstum (z.B in der Biologie)
2. samtliche Naherungsverfahren der numerischen Mathematik

(a) Verfahren zur approximativerosung von Gleichungen (z.B: NEWTON-Verfahren,

Halbierungsverfahren, Regula falsi, Fixpunktverfahren)

(b) Verfahren zur approximativen Berechnung von“Bestimmten Integralen” (z.B: Recht-

ecksformeln, Trapezformeln, die SIMPSON’sche Regel)
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(c) Verfahren zu approximativendsung von Differenzialgleichungen (z.B: Fixpunkt-

verfahren, die EULER’sche Methode, RUNGE-KUTTA-Verfahren)
3. Dynamische Systeme

(a) Wolks- und finanzwirtschaftliche Modelle
(b) Bewlkerungs- und Populationsmodelle
(c) Okologische Modelle

(d) Lagerhaltungsmodelle

(e) Chaotische Systeme

Zu dynamischen Systemen siehe auch: [forrest60l]j§8], [krabs98]

4.2.2 Rekursion

“Eng verwandt mit dem Begriff der “Iteration” ist jener der “Rekursion® (oft
werden sie gar nicht voneinander unterschiedendhvgnd bei der Iteration im-

mer “vorwarts* bzw. “weiter* gegangen wird, ist die Richtung bei der Rekursion
(wie ja der Name schon sagt) zishst “ruckwarts‘. Es wird solange “zuiick-
gearbeitet’ bis bekannte, analoge aber doch einfachere Strukturen sich ergegen.
Dieses einfache “Ergebnis* muss nun bekannt sein, um jetzt “iterativ‘ (also in
vorwarts—Richtung) dadurch zurdsung des ursfimglichen Problems zu kom-

men.” [hum/rei95]

Jede rekursive Berechnurgf3t'sich also auf eine iterative Prozeduruakftihren. WEIGAND
[weigand89] verwendet diese Tatsache und spricht in seinem‘Buch Verséndnis von Itera-
tion im Mathematikunterrichtkaum von Rekursion, da easitliche Fragestellungen, die sich

in Zusammenhang mit Algorithmen ergeben, auf iterative Problemstelluriggiifirt.
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Um das vorige (im Kapitel Iteration behandelte) Beispiel34nunrekursivzu lésen, ist fol-
gendermal3en vorzugehen: 3 ware gebst, wenn das Ergebnis von 3 bekannt vare, man
brauchte mmlich dann nur 43 = 3- 3 + 3 zu bilden. Da auch 33 noch einProblemist, geht
man weiter zuck bis man beim bekannten 3 = 3 angelangt ist und edlt'so:

4.3 =3-3+3=2-3+3+3=1-3+3+3+3 =3+3+3+3 = 12.

Auch fur Definitionen kann das Prinzip der Rekursion herangezogen werden, wie z.B. bei der
Fakul@t:n! = n-(n-1)! und 0! = 1. Der zu definierende Ausdruek wird damit auf(n — 1)!
zurtickgetihrt usw., bis man bei G+ 1 angelangt ist, und duralon unten Aufrollen‘zum Wert

vonn! kommen kann.

An diesem Beispiel kann man erkennen, dass auch bei der Rekursion eine Abbruchbedingung

berotigt wird.

Weitere Beispiele aus der Mathematik, die gerne herangezogen werden um rekursives Denken

zu verdeutlichen, sind:

e DasRad des Theodorus

e DasPascal'sche Dreieckwelz02]

(a+b)° \\ 1

(a+b) /1 1\ a+b

(a+b) /1/ é H'I\ a® + 2ab+ b*
(a+b) / 1 3 3 1 \ a’ +3a*b+ ...
(a+b) / 1 4 6 4 1 \ a' +4a’b+ ...

@+b’/1 5 10 10 5 1\ & +5a'b:..

e DerTurm von Hanoi
¢ Die Beweistechnik deénolistandigen Induktion®
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e Der Teleskop—Trickdas vare z.B. diequadratische Ergnzungoder folgende Ergrizung

zum Beweis der Produktregel beim Differenzieren:

+1(X) - 9(X) — F(X) - 9(X,)

F()- 900~  (X0)G(Xg)
X—Xg

siehe auch: [ber/sag96]

In den Kapiteln 3 und 4 versuchte ich auf die beiden BegAfproximationund Algorithmus

und ihre vielseitigen Einsatamglichkeiten im Unterricht, wie auch imaglichen Leben auf-
merksam zu machen.

ZIEGENBALG versucht im folgenden Zitat am Beispiel der Algorithmen die essentieller Be-
deutung &ir den mathematischen Schulunterricht zu untermauern. Man kann jedoch, aufgrund
der Vernetzung der beiden Begriffe, seine Argumente aucHdi€’ Approximation geltend ma-

chen.

“Im Mathematikunterricht sind Algorithmen in mehrfacher Weise von Bedeutung.
Auf der Objektebenesind sie Lernstoff: Eine #le von Algorithmen ist im Ma-
thematikunterricht zu erlernen, zu praktizieren, zu verstehen, zu analysieren. Dies
beginnt mit den Verfahren (Algorithmen) des schriftlichen Rechnens und zieht sich
durch den gesamten Mathematikunterricht. Eine genauere Analyse zeigt, dass esim
Mathematikunterricht der Primar- und Sekundarstifgeerhaupt kein Thema gibt,

das nicht einen zentralen algorithmischen Kern hat.

Auf der Metaebenestellt die algorithmische Vorgehensweise, insbesondere auch
bei Verwendung des Computers als modernem Werkzeug zur Abarbeitung von Al-
gorithmen, ein wertvolles Hilfsmittel dar, um klassische fachdidaktische Ziele zu

verfolgen.
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Die algorithmische Methode ist ein Band, das viekcher und Wissensbereiche
miteinander verbindet. Algorithmische Verfahren (wie z.B. Suchstrategien, Klassi-
fizierungsschemata und vieles mehr), die der LernendamemBereich kennenge-

lernt hat, lassen sich oft iandereBereichelibertragen.” [ziegenb96]

In der Integralrechnung finden Approximation und Algorithmen sehr vielseitige und gute An-
wendungsmglichkeiten, um z.B. beim bestimmten Integral durch die Riemann’schen Ober-
und Untersummen auf den gesuchteadféninhalt zu kommen. Bei derdehie zwischen Kur-
ven hatten wir urspunglich ebenfalls diesen Weg verfolgen wollen, es wurde aber schluf3endlich
das in Kapitel 6.1 auf Seite 72 dargestellte Vorgehenalgimvobei dort das Grundvesestdnis

fur das bestimmte Integral herangezogen wird, um darauf aufzubauen.
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5 Entwicklung und Einsatz von Paletten und Arbeitsblattern

bei der Laplace Transformation

5.1 Einleitung

Unter einer Integraltransformation im allgemeinen versteht man die mathematische Operati-
on, die einer Originalfunktiorf(t) eine BildfunktionF(s) zuordnet. Integraltransformationen
werden in den Lehrgliien der AHS (Allgemeinbildendehére Schulen) nicht backsichtigt,

da dieses Thema einen sehr speziellen Anwendungsbereich der Integralrechnung darstellt und
so nicht relevant im Sinne eines allgemeinbildenden Schultyps ist. Sehr wohl eine Rolle spie-
len Transformationen in verschiedenen Bereichen der BHS (BerufsbildedggenSchulen).

Sie werden herangezogen, um mathematische Probleme in Zusammenhang mit den folgenden

Themenbereichen vereinfacbskEn zu khnen:

¢ Differenzialgleichungssysteme

Elektrische Netzwerke

Ubertragungsverhalten von (LTI-) Systemen

Aufgaben der Regelungstechnik

Mechanische Problemstellungen

Physikalische Anwendungen

Signalverarbeitung

Die Laplace Transformation stellt einen Spezialfall dieser Integraltransformationen dar und
wird zur Behandlung von Einschaltvaggden verwendet, bei denen in der Regel nur das Verhal-
ten ab einem bestimmten Zeitpunkt, zu dem etwa ein Eingangssignal auf ein System zu wirken
beginnt, interessiert. Dieser Einschaltzeitpunkt wirdtreitO festgelegt, so dass nur Zeiten von

da an bedeutsam sind.

53



5.2 Die Palette der Laplace Transformation

Die folgende Grafik zeigt die Palette der Laplace Transformation:

Palette |

= ™
!JM‘ atia

Functions
Defft] | < |
Diracs | Unitstep |
Deffdiscont | Plat |

pefirs]] ']

F'artialFran:t|
pitEqu| 1| ] ]

LTI System
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Tools

Elementary Func |
X symb|

I W ES Y I

KN it

EOQOm=~0=

Abbildung 1: Die Palette der Laplace Transformation

DerFunctions Teil entrélt 14 Buttons, die ihrer Verwendung nach in drei Untergruppen zusam-
mengefasst sind. Die erste Gruppe beinhaltet alle notwendigen Buttons, um Laplace Transfor-
mationen von stetigen und zusammengesetztaokstEise stetigen) Funktionen durchaifén.

Die inverse Laplace Transformation wird durch die zweite Gruppe, zu der die drei mittleren
Buttons gebien, abgehandelt. Der unterste Teil lfanctions- Abschnitt ist fir die Anwen-

dungsbereiche dieser Lerneinheit vorgesehen.
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Im Unterschied zu den anderen Paletten ist die Anzahl der Buttondi¢ Behandlung der
Laplace Transformation relativ hoch und ich musste ihre Anordnung einige afdlerri. Dies
ergab sich, da bis zuletzt, durch ¥ederungen der Bedienungsmodskti und Anpassungen

im Arbeitsblatt, immer wieder nachjustiert werden musste.

Es folgt nun die Erldrung der Buttons. Die Arbeitsweise wird jeweils in Worten beschrieben

und anhand von Beispielen anschaulich dargestellt:

Def [t
il ... mit diesem Button definiert der Salet eine Funktiorf (t).

Inf1]:= Clear [f, t];
f[t.] =0
Zur Demonstration der Arbeitsweise halte ich mich jeweils an Musterbeispiele aus dem

Arbeitsblatt. Ich definiere die Funktids.

In[2]:= Cear [f, t];

frty1=t3
aut[2]=1t3

L
—| ... dieser Button liefert die Laplace—Transformierte der zuvor definierten Funkti-

on. Die Berechnung wird durch den Evaluate - Button audgef”

In[3]:= dear[t, s];

Lapl aceTransform[ f [t], t, S]

Es wird die Laplace Transformation vbhberechnet und im Output angegeben.

In[4]:= dear[t, Ss];

Lapl aceTransform[ f [t], t, s]

6
Qut[4] = 54

Dirac & : . . : :
—I ... dieser Button dient zur Eingabe der Dirac-Delta — Funktion.

In[5]:= DiracDeltaflt]

Diese Funktion ist irMathematicaals Standartfunktion vorgegeben.
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In[6]:= DiracDel taft]

Qut[6] = DiracDeltaft ]

LInit Stepl _ ) . L . .
... dieser Button dient zur Eingabe der Einheits-Sprungfunktion — Funktion.
Sie wird vorallem zuMathematicagerechten Eingabe vonustkweise stetigen Funktio-
nen beoftigt.
In[7]:= UnitStep[t]
Auch diese Funktion ist wie die Dirac-Delta-FunktionNtathematic&ix vordefiniert.
In[8]:= UnitStep[t]

Qut[8]= UnitStep[t]

Deffdiscant

... hier wird mit Hilfe der Unit-Step — Funktion die Definition einer
stickweise stetigen Funktion vorgegeben. Derdehinuss dazu auf die Eigenschaften
der Sprungfunktion und ihre Anwendung in diesem Zusammenhang vorbereitet sein, da
diese Art der Eingabe zur Berechnung der Laplace Transformation von zusammengesetz-

ten Funktionen bestigt wird.

In[9]:= Cear[f,t];

ft.l] =ox=UnitStep[t -o] -

o* UnitStep[t - o]

Die Auseinandersetzung mitustkweise stetigen Funktionen konnteNtathematicanur
mit Hilfe der Einheitssprungfunktion gest werden. Wie hier deutlich sichtbar, setzt die
Eingabeaufforderung ein Veestdnis tir den UnitStep-Befehl voraus. An dieser Stelle
ist eine genauere Betrachtung uaedlich. Der Lehrer soll ein Grundveasdnis auf-
bauen und durch einfache Beispiele die Konstruktion solcher Funktionen darstellen und

selbstindiguben lassen.

Wir betrachten die Funktion:

0, t=0
ftj]=+1t, D0=t=1
1, t=1
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Die Eingabe wird folgendermalfien realisiert:

In[10]:= Clear[f, t];
ft.l] =t =« UnitStep[t -01] -

(t -1) = UnitStep[t - 1]
Qut[10]= -(-1+t)UnitStep[-1+t] +t UnitStep[t]

Flot . : , - - . :
—I ... dieser Button erwyglicht eine Visualisierung der definierten Funktion. Diese
Moglichkeit soll vorallem zur Kontrolle der Eingabe von zusammengesetzten Funktionen

verwendet werden.
In[11]:= Plot [f[t], {t, -1, 5}1:

Am Plot erkennt der Sahér sofort ob die Eingabe richtig erfolgt ist. Der zu ploten-
de Wertebereichur’ die Ordinate und die Abzisse kann mit unter entscheideneifi
brauchbares Ergebnis sein. Bei kritischen Aufgaben werden deniegdaher entspre-

chende Hinweise und unter Urastien auch geeignete Werte vorgegeben.

Inf12]:= Plot [f[t], {t, -1, 5}1;:

DefF[s
J ...wir befinden uns bereits beim ersten Button decRiansformation. Die-
ser Buttonubernimmt die Definition einer Funktionuf'die die inverse Laplace Trans-

formation berechnet werden soll.

57



In[13]:= C ear [F, s];
F[s.] = 0o
Die Funktion im Bildbereich wird als FunktioR bezeichnet und ist alaingig von der

Variables. Wir betrachten das Beispig|

In[14]:= Cear [F, s];

1
F[s.] = 3
Qut[14] = is
s
_£—1

... hach erfolgter Eingabe und Bé¢ijung des Evaluate-Buttons erfolgt hier die

Berechnung der inversen Laplace Transformierten.

In[15]:= Clear[s, t];
I nver seLapl aceTransform[ F[s], s, t]

Wir berechnen nun die inverse Laplace Transformation der soeben definierten Funktion.

In[16]:= Clear[s, t];
I nver seLapl aceTransform[ F[s], s, t]

t2
Q[ 16]= &

Fartial Fract

... dieser Button leistet eine Partialbruchzerlegung, wenn die definierte

Funktion nicht in einer derartigen Form vorliegt. Wie bei der Integration von komplizier-
ten Brichen, stellt die Parialbruchzerlegung auahdie inverse Laplace Transformati-
on ein wichtiges Hilfsmittel dar. &"die Berechnung mitathematicaware diese Dar-
stellungsform nicht notwendig, aber mit Hilfe der Zerlegung in Partisdbe erlalt der
Schuler die Maglichkeit, unter Beinahme einer Liste von elementaren Transformations-
regeln (siehe auc8imple Rules for inverse Laplace Transformati®n67), den direkten

Zusammenhang zum Ergebnis herzustellen.

In[17]:= C ear [F, s];

Fls.] = o;

Apart [ F[s]]

Wir stellen die Funktior(s) = szi in ihren Parialbu¢chen dar.

+S
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In[18]:= O ear [F, s1;

3
FIs-d = 2,57

Apart [ F[s]]

3 3
Q[ 18] = s 1+s

Mit diesem Ergebnis kann der Sdki’ unter Zuhilfenahme deimple Ruleslie Trans-

formation ohne Rechner selbst erhalten.

Ml ... mitdiesem Button wir die €Sung von Differenzialgleichungen eoglicht.
Die Aufgabe des Sahérs besteht darin, die Differenzialgleichung und die Anfangsbedin-
gung(en) einzugeben. Die Ausgabe erfolgt durch Darstellung deurig in einer Funk-
tionsvorschrift und als Plot gemeinsam mit der Originalfunktion. Die Eingabe erfolgt
immer mit der neutralen Bezeichnurigur die Funktion. Diese Vorgabe wurde gait;

da durch die vielen Anwendungsbereiche bei desurig von Differenzialgleichungen
verschiedenste Variablen in Betracht kommen. Derugghist zur Losung seines Pro-
blems aufgefordert, die Eingabe der Differenzialgleichung mit dem gefordédench-

zufiihren.

In[19]:= Clear [f,t];
diffequ =0 ==0;

initcond = {f[0] = 0o, f'[0] = O};

MDI Lapl aceSol veDi ff Equ[ {f [t], s, di ffequ},
{t, 0, 10}, Pl ot Range- >Al | ]

Wir l'6sen die Differenzialgleichung + y = 2 mit der AnfangsbedingungO) = 1.

In[20]:= Clear [f,t];
diffequ = f'[t]1+f[t] == 2;
initcond = {f[0] =1, f'[0] = O};

MDI Lapl aceSol veDi ff Equ[ {f [t], s, di ffequ},
{t, 0, 10}, Pl ot Range- >Al | ]
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F[=]

f[t] |2 - %

ft], Right Side: 2
2

1.8 t

1.6

1.4 ¢

1.2 ¢

ﬂﬂf—l ...diese drei Buttons untetgZen in erster Linie die Eingabe der Diffe-

renzialgleichungen. Prinzipiell werden sie innerhalb einer Zelle dorthin gesetzt, wo der
Cursor steht. Siedinen aber auch in eine neue Input-Zelle gepastet werden, wenn vor
der Betitigung eines der drei Buttons ein waagrechter Strich unter die vorige Zelle gesetzt

wurde.
In[21]:= f [O]

In[22]:

f’ [O]

In[23]:=f"[0]

LTI System . : . L :
¥ I ... mit Hilfe dieses Buttonsdinen LTI (linear time invariant) — Systeme

ausgewertet werden. DiesBsolist sehr spezialisiert, bietet aber dem Benutzer groRartige

Moglichkeiten und stellt eine erhebliche Arbeitserleichterung dar.
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In[24]:= dear [R Cap, L, t, s];

R=0;
L=0o;
Cap =0

Unput [t_.] =0O;
Zlnput [s_] =0O;

ZQutput [s_] =0O;

MDI LTI Syst em[ Ul nput [t ], ZI nput [S],
ZQut put [s], {t, 0, 0.5}]

Um diesen Button erfolgreich und gewinnbringend einsetzeronndri, wird der Lehrer
einiges an Vorarbeit leistenus$en. In der Folgeddinen damit aber z.B. beliebige elek-
trische Netzwerke mit relativ geringem Eigenaufwand ausgewertet werden.
Eingegeben werden ussen die Bauteilwerte, das Eingangssignal, die Gesamtimpedan-
zen einer Schaltung (ZInput) und die Impedanz am betreffenden Ausgang (ZOutput). Das
Programm liefert eine mehrfache Ausgabe:digertragungsfunkion G(s), die funktiona-

le Darstellung der b8ung und einen Plot zur Visualisierung dersung.

In[25]:= Clear [R Cap, L, t, s];
R =110 ;
L=0.7;
Cap =5%10" -5 ;
U nput [t_] =10 ;
Zinput [s.] =Ls + 1/ (Caps) + R;
ZQutput [s_] =1/ (Caps) + R;

MDI LTI Syst em[ Ul nput [t ], ZI nput [S],
ZQut put [s], {t, 0, 0.5}]
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10 (2000+11 =)
20000+110 5+0_17 52

G[=s]

10, - 10, E"'8- 5Tt g [149 . 650 €] +
5.25001E-78-57114t ¢44,1149.659 t]

Ulnput  LQutput

12

10

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Weitere Anpassungen wurden ifools— Bereich vorgenommen. Jene Zeichen und mathema-
tischen Symbole, die in dieser Lerneinhediifiy verwendet werden, sind in einer dawor-
gesehenen Zeile emgzt worden. Auf die audfiriche Sammlung kann man durch den Button
ﬂl zugreifen. Die Aufgabe darbrigen Buttons in diesem Bereich ist uraedert geblie-

ben.
Genauere Angaben und Ausifungen zu den gemeinsamen Buttons der Paletten sind den Ar-

beiten der Herrn SILLER [silldipl] und FINK [finkdipl] zu entnehmen.
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5.3 Das Arbeitsblatt der Laplace Transformation

Uber denNotebook- Teil der Palette wird auf die einzelnen Kapitel der Arbe#sieli zuge-

griffen. Rir Laplace Transformatiobesteht folgendé&bersicht:

£ LaplaceTransform.nb * =] ]

et - BISlE| =[=]= 5| <[00 |

Laplace Transformation : B
Transform
IHVERSE LAPLACE -1
Transform L {F[s]}
STEE BY STEE Applications
Diff Equ f Hetworks
EXERCISE )
SECTIOH Practice

SUMMARY & IHTERHET Resources
-

J v

uy

1™

Abbildung 2: Die vier Kapitel + Zusammenfassung des Arbeitsblatptace Transformation

Im ersten Kapitel des Arbeitsblattéaplace Transfornwird die Basisarbeitui diesen The-
menbereich geleistet. Der Sdbi’ soll mit den Eingabeformaditen vertraut werden.

Das zweite Kapitelnverse Laplace Transformidmet sich ganz der ikktransformation.

Im dritten Kapitel werden zu den verschiedenen Anwendungsbereichen der Laplace Transfor-

mation Musterbeispiele gerechnet.
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Das vierte KapiteExercise Sectiostellt eine umfangreiche Beispielsammlung dar, die dem
Schuler die Maglichkeit bietet, das erworbene Wissen zu festigen.

Den Abschluss bildet, wie bei jedem Arbeitsbl8dammary & InternetDiese Zusammenfas-
sung beinhaltet die wichtigsten Punkte, Rechenregeln oder lizeksdie essentieluf die

jeweiligen Lerneinheiten sind.

Kapitel 1 beginnt mit der Definition der Laplace Transformation:

il x
Ilnput "'I El@ll IE_ E| | | ll |1E|E|%j"

1.1 Definition Il =

Let f be a function of t specified fort = 0.
Then the Laplace transform of f, denoted by .!_,’{ fsh
i defined by

L{f, s} = F[s] = J‘mf—“a:f[t] &'t
0

£ ... is the Laplace transform operatar

The Laplace transform of f[t] is said to exist if the integral converges for some
value of 5, otherwise it does not exist.

1.2 The Laplace Transform {continous fTt])

Open/Close |
I

1.3 The Laplace Transform (sectionally continous f[t])

Open/Close |
I

1.4 Further Examples

OpensClose |
L

1.5 Simple Rules for Laplace Transform

OpensClose |
L

Close LAPLACE |

[ J |

Abbildung 3: Kapitel 1 des Arbeitsblattes Laplace Transformation



In der Folge wird der Umgang mit der Palette anhand einfachster Beispighe. gié Grafik

zeigt einen kleinen Ausschnitt der Beispiele:

=
| - Bl&lw| = 2|55 < [roo% -]
1.2 The Laplace Transform (continous f[t]) ]
Open f Close |
Example: tj=t", n=0
. 2 3 10
e el £4 1, 8 ff, LT, 8l L1018l LT, 8, Li0 =) J
Hint: Try to proceed step by step and find a structure. T
(Have a look also at further examplesl) )
Click the Def f]t] button ta define the function and find the Laplace transfarm with 7. ]
Clear [£, t]; ]
Input &
flt 1=1
1 ]
-
Clear[t, =]:
Input &
LaplaceTransform|[ £[t], t, =]
1 K
s 1
-
Clear [£, t];
Input e
flt | =t
t ]
Clear([t, =]1: |
Input &
LaplaceTransform|[ f£[t], t, =]
1
=2 |-
T ' 4

Abbildung 4: Laplace Transformation einfacher Beispiele

Etwas komplizierter wird die Eingaberfzusammengesetzte Funktionen, die in Kapitel 1.3 an
einem ausgealilten Beispiel demonstriert wird.

Eine Darstellung finden sie in denafisten Grafik:
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il
IInput j Hl%ll IE_ | | ll |1EIEI%]'

1.3 The Laplace Transform (sectionally continous f[t]) e

Opens Close |

—{-1+t)UnitStep[-1+t]+ tUnitStep[t]

Clear[£f, t]: |
Input &= £[t ] = J
t % UnitStep[t - 0] - {t - 1) % UnitStep[ t - 1]

lnput = Plot| £[t], {t, -1, 5}1; ]

¥

1
0.a
0.6
0.4
0.z
ke
-1 1 2 | 4 4
Clear[t, 5]; 1]
Input &=
LaplaceTransform|[ f£[t], t, s]
1 ES (1+s) 3
sz 82
Use FullSimplify to return the simpliest farm of the expression. ]
an
Clear[t, =];
Input e
LaplaceTransform|[ £[t], t, s] ff FullSimplify
1-E5 (1+s) 3
g i
. 1=e7F (1 +9) :| =
I T M 4

Abbildung 5: Laplace Transformation zusammengesetzter Funkionen

Weitere Beispiele zurdben und eine Liste der wichtigsten Rechenregetrifé Laplace Trans-
formation bilden den Abschluss dieses Kapitels. Die Liste der wichtigsten Rechenregeln wurde
sowohl tir die Transformation als auchirfdie Ricktransformation erstellt, da der Stér so

die Ergebnisse des Computers nachvollziehen kann, indem er die Regeln auf Transformationen
elementarer Funktionen anwendet. Die folgende Abbildung liefert einen Einblick in die Liste

der inversen Laplace Transformation:
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=10/ x]
I -] Hig|e Els] «ffroow]

2.4 Simple Rules for Inverse Laplace Th'ansforms

Open S Close |

In the following list of rules we assume that the Laplace transforms of all J

functions exist.

Linearity property (Sum Rule + Constant Multiple Rule): ]

L7HE 5] +Els]} = filt] +6[t]
L1 {cxF[s]} = c=f[t], (any number c)

Damping Rule:

L7 #72% xF[s]} ={[t—a], (anynumbera)

Shifting Rule:

LY F[s —a]} =& «f[t], (any number a)

Change of Scale Rule:

1 t
£l {Flaxs]} = — u:f[—], {any numher a £ 0)
a a

Inverse Laplace Transform of Derivatives:

LU FMs]) = (1™« = 1t]

J0 v

L
4

Abbildung 6: Die allgemeinen Rechenregelm flie inverse Laplace Transformation

Kapitel 2 befasst sich mit der inversen Laplace Transformation und ist vom Aufbau her iden-
tisch mit dem ersten Kapitel, nur werdaur tlie Ricktransformation keine zusammengesetzten

Funktionen behandelt.
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E LaplaceTransform.nb * - |EI|£|
[ - Bl&@E = === < [1o00% ]
=
@ STEE BY STEE Applications
Diff Equ f Hetworks
3.1 Solving Diff Equ of First Order
Open/ Close |
3.2 Solving Diff Equ of Second Order T
Openf Close | (I
3.3 Solving Network Problems T
Open/s Close I
3.4 LTI Systems T
Open/ Close |
Close DIFF EQU / NETWORKS |
HE e H

Abbildung 7: Kapitel 3 des Arbeitsblattes Laplace Transformation

Kapitel 3 ist den Anwendungsbereichen der Laplace Transformation gewidmet. Zuerst werden
allgemeine losungsaufgaben von Differenzialgleichungen erster und zweiter Ordnung durch-
genommen, in der Folge werden aber ganz gezielt elektrische Netzwerke und LTI - Systeme

behandelt.

In Kapitel 4 erlalt der Sclufer durch zahlreiche Beispiele die Chance sein erworbenes Wissen zu
festigen. Es liegen Aufgabe in verschiedenen Schwierigkeitsgraden vor. Hier werden allerdings
nur mehr Anwendungsbeispiele gerechnet. Dungsbeispieleui die reine Transformation

und Ricktransformation werden in den jeweiligen Kapiteln 1 und 2 uktether Examples

angeboten.



5.4 Handhabung der Palette und des Arbeitsblattesuf'die Laplace Trans-

formation im Unterricht

Dieses Kapitel soll einige Anhaltspunkte zur Verwendung dieser Lerneinheit liefern. Es wird
Bezug zum Lehrplan hergestellt und didaktische Ziele, notwendige Vorkenntnisse und allge-

meine Anmerkungen werden ausgjes.

1. Lehrplanbezug: Anwendung der Integralrechnung, Laplace Transformation und ihre

Anwendungsroglichkeiten

2. Notwendige Vorkenntnisse und Vorarbeiten:Der Schiler sollte die Grundlagen der In-
tegralrechnung beherrschen. Eine wichtige Voraussetaungjé Mathematicagerechte
Eingabe von sickweise stetigen (zusammengesetzten) Funktionen ist der Umgang mit
dem BefehlUnitStep Die Bedeutung und die Hintengnde missen dem Schér bereits
bekannt sein. Es wird, aufgrund der Komplexitier Eingabe und der dadurch zu er-
wartenden Schwierigkeiten, der Visualisierungsgiichkeit besonders grol3er Stellenwert
beigemessen. Der Salet erlalt eine Eingabekontrolle, indem eventuelle Denkfehler un-

mittelbar durch den Plot sichtbar gemacht werden.

3. Didaktische Ziele der Palette und des ArbeitsblattesDiese Lerneinheit bietet dem
Lehrer ein sehr spezialisiertes Werkzeug, mit dem Aufgaben innerhatester Zeit
geldst werden kinnen, die im klassischen Unterricht einen enormen Zeitaufwand bedeu-
ten wirden. Um diese Mglichkeiten aussapfen zu kohnen, muss jedoch eine gewisse
Vorarbeit in Kauf genommen werden.

Der Verwendungszweck dieser Lerneinheit reicht von der Definition der Laplace Trans-
formation bis zu speziellen Anwendungsbeispielen wie etwa der Auswertung von LTI
- Systemen. Der Sctér soll in denBasics(Kap. 1 und 2) die Integraltransformation
anhand einfachster Funktionen kennenlernen. Tabellenaufidhverwendeten Rechen-
regeln sollen Rechenvargge verstidlich machen und so eine kritische Hinterfragung
von Ergebnisse eraglichen. Die Bedeutung und die Auswirkungen der Transformation
sollen durch grafische Darstellungrfden Schler fassbar und vermtidlich werden.

Das Kapitel 3 ist ge@gt von den Anwendungsbereichen der Laplace Transformation.
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So steht das &Sen von Differenzialgleichungen im Mittelpunkt der Diskussion. Die Pro-
blemstellungen reduzieren sich auf das Aufstellen der Differenzialgleichung. Die Aus-
wertungubernimmt der Rechner. Es werden auch Beispiele aus den praktischen Anwen-
dungsbereichen, wie z.B. Elektronik, Elektrotechnik und Mechanik, behandelt, wobei f~

die Auswertung von LTI - Systemen ein eigener Button entwickelt wurde.

. Zeitaufwand: Fur die Erarbeitung der Grundlagen und einen Einblick in die Anwen-
dungsbereiche sollte man sich eine Doppelstunde Zeit nehmen. Schultypen mit techni-
scher Orientierung d&inen dieseJool daniberhinaus di genauere Betrachtungen und
vertiefende Beispiele verwenden. Weitere zwei Doppelstunden sollten ausreichen, um

die Anwendungsgebiete zu erschlie3en und die Erkenntnisse zu festigen.
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6 Entwicklung und Einsatz von Paletten und Arbeitsblattern

fur die Flachenbestimmung zwischen Kurven

6.1 Einleitung

Die Schiler wissen bereits aus den Grundlagen der Integralrechubegdie Bedeutung des
bestimmten Integrals bescheid. Wir rufen aber in Erinnerung, was athé& linterhalb einer

Kurve bezeichnet wird:

f[%]
207

17.59 ¢
18 1
129 F
10
7ot
5t
2.5

An diesem Beispiel soll noch einmal wiederholt werden, was mit dth&che unter einer Kur-
vegemeint ist. Das oben markierted€hienatck entspricht denfl4 f(x)dx und wird identifiziert
mit der FEche, die unterhalb der Kurvigx) liegt und die weiters von der x-Achsg £ 0) und
den beiden Senkrechter= 1 undx = 4 begrenzt wird.

Die LerneinheitFlache zwischen Kurvepesclaftigt sich mit etwas allgemeineren Bedingun-
gen und Myglichkeiten. Wir betrachten dabei den Fall, dass eimelfé von zwei oder mehre-
ren beliebigen Kurven begrenzt wird. Dieses Problasst sich jedoch aufiberlegungen des

bestimmten Integrals zuckfihren. Die folgenden Grafiken liefern eine, iMathematicage-
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wonnene Darstellung dieses eben beschriebenen Vorgehens:

T[], o fx]
20¢

178
1481
1248
10
rat
5t
2a8¢

f[x]
207

1759
149 ¢
125
10
Tatf

2a8¢

g [x]
20 ¢

1781
149 ¢
128
10 F
Taf

25¢

Der obere Plot stellt die gesuchteaElie zwischen zwei Kurvehundg dar. Erhalten kann ich
dieses Ergebnis, indem ich zuerst di@a¢Heé unter der Kurvé (mittlerer Plot) und der Kurve
g (unterer Plot) getrennt bestimme und dann im Anschluf3 die Differenz dieser beatgdreR|”
bilde.
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6.2 Die Palette der FAchenbestimmung zwischen Kurven

Die Grafik zeigt die Palette der Lerneinh&itache zwischen Kurven

Palette |

Areg - ‘

Functions

DefCuwes'
Flot Curves
Intersect
Je Ef—gill
EVALUATE

Tools
Elementary Fu.m::l

| Piot [ i JERDY
ERE

e

O QDm0 Z

Abbildung 8: Die Palette der Lerneinhé&itache zwischen Kurven

Im Vergleich mit der Lerneinheit zur Laplace Transformation bietet diese Palette nicht viele An-
wendungsmaglichkeiten. Es stellt sich eher die Frage, wie ich mit den vorhandenen Buttons die
unterschiedlichendle von FAchen zwischen Kurven bearbeiten kann. DeuBatkommt da-

bei 6fter in die Lage, selbst in der Eingabeaufforderungavielérungen durchzuffiren, da hier
nicht fur alle auftretenden Bilichkeiten eigenen Buttons bereitgestellt werden. Man kommt
mit vier Buttons aus, um dieses Thema abzuhandeln. Zwei davon sind jedoch sogdognnte
gles (siehe auch S.105), die wiederum zwebdlichkeiten der Eingabe bieten. Sie wurden

eingebaut, um die Buttonanzahl gering zu halten und s@/tisichtlichkeit zu gewatirleisten.
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Ich werde nun die Buttons im einzelnen genauer beschreiben:

MI ...dieser Button dient der Definition der zu behandelnden Funktionen.
Hier erkennen wir erstmals die Toggle-Funktion, die die Eingabe von Funktionen wahl-
weise in Ablaingigkeit von der Variablg odery unterstitzt.

Zwischen den beiden Eingabeglichkeiten wechselt man mit
Switchto func of ]rl

Die folgenden Zellen zeigen die beiden Eingabeaufforderungen.

Switchto func of 1'|:

Clear[f, g, h, x];
{f[x 1 =0,9lx_1=0,h[x_]1 = 0}

Switchto func of :H:|:

Clearv[f, g, h, ¥]:
{flv_1=o,9lv_1=o,h[yv_] = o}

Fur Demonstrationszwecke verwende ich das Musterbeispiel aus dem Arbeitsblatt, das

die begrenzte Flche zwischen drei Kurven berechnet.

Switchto func of 1'|:

Clear[f, g, h, x];
}:i
{—5+E,u&“”‘ﬂ; _12+4:-:}

Flot Curves L ) ) o .
I ... mit Hilfe dieses Buttons soll man sich eindberblick von den Funk-

tionsverBufen machen. Daberhinaus ist der Plot wichtig zur Bestimmung der Schnitt-
punkte einer Funktion mit einer beliebigen anderen. Im Rioinein die Funktionen nach

ihren Farben unterschieden werden.
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In[26]:= C ear [var, X, Y1;:

varnane = g;

MDI Pl ot f gAndh [ {f [var], g[var], h[var]},
{var, -5, 5}, xLabel - > varnane];
Wir plotten die drei Funktionen und verschaffen uns so eidberblick tiber die zu be-

rechnende Eche.

In[27]:= C ear [var, X, Y]1;:

var nane = X;

MDI Pl ot f gAndh [ {f [var], g[var], h[var]},
{var, -5, 5}, xLabel - > var nane,

Pl ot Range- > { -6, 51}1;

flx] olx]
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M ... dieser Button dient der Bestimmung von Schnittpunkten zweier Funktio-
nen. Hier haben wir ebenfalls eine Toggle-Funktion gegeben, die zwglidhkeiten der
Schnittstellenermittlung bietet. Einerseits funktioniert das durch den Befehl N-Solve, der
in erster Linie tir numerische Zahlenwerte bei devdLing von Polynomgleichungen ver-
wendet wird. Andererseits kann man unter Verwendung des Newtonverfahrens Schnitt-
punkte bestimmen, indem man einen gezielten Startwert angibtr Daffde auch die
genaue Bezeichnung der Funktionen im Plot in den entsprechenden Farben vorgenom-
men. Die Schnittpunkte liefern die Integrationsgrenzendié eigentliche Berechnung

der FEchen beim achsten Button.

Es werden nun beide Eingabegiichkeiten dargestellt.

Switchto FindRoot |;

Clear[x, y, wvar];:

Tar = r

HSolve[ f[var] == gy[var], var]

S5witch to HSolve

=
r

Clear[x, ¥y, wvar]:

rar = r

FindRoot[ f[var] == g[var], {var, }in» starting value »)]

Der Schiler muss hier unter Umastilen aktiv in der Inputzelle eingreifen, denn aus dem
Plot sollte er erkennen, welche beiden Funktionen jeweils geschnitten wetssemum

einen bestimmten Schnittpunkt zu erhalten. Defawdf3rg ' werden Schnittpunkte van

undg berechnet. Wir wollen in diesem Beispiel jenen Schnittpunktyondh erhalten,

der flir die Berechnung der &the relevant ist. Natlich kénnten mehrere Schnittpunk-

te existieren, aber durch die gezielte Vorgabe eines Startwertes sollte das Verfahren den
gewinschten Wert liefern. Der Saler ist stets angehalten, die Rechenergebnisse kritisch

zu betrachten unddsungen immer zu hinterfragen.
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Swritch to HSolwe

Clear[x, y, wvar]:

rar = r

FindRoot[ g[var] == h[var], {var, 1i» starting wvalue »)]

[Null (x - 3.7761171

Joir—a)
n;l ...dieser Button wird bestigt um FEchen zwischen zwei Kurven zu be-
rechnen. Auch hier ist Denkarbeit des 8l&h$ gefordert, da er wiederum teilweise aktiv

eingreifen muss.

In[28]:= Clear [X,y, var];

var = o;

AD:I (f [var] -g[var])dvar

In unserem Beispiel ossen wir die Berechnung der gesuchteackE in zwei Schrit-
ten vornehmen. Nachdem wir die notwendigen Schnittpunkte bestimmt halbieeem™
wir zwei Integrale bilden. Die Summe dieser beiden Teilergebnisse entsprichtaaeF!”
zwischen den drei Kurven.

Wir sehen hier die Berechnung des zweiteadfiénanteiles, der von den Kurvgaondh

gebildet wird.

In[29]:= Clear [X,y, var];

var = X ;

3.77611
A2=j (g[var] -h[var])dvar

2
Qut[29] = 5.06971

Die folgende Grafik versucht durch eine senkrechte Trennlinie die zvaehEhaictke

sichtbar zu machen.
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flx] ofx]

" L

[

AbschlielRend muss noch die Summe der beiden Integrale gebildet werden. An dieser
Stelle ist auch erkennbar, warum die Integrale durch einen Eintrag in den Placeholder

( - ) zu unterscheiden waren.

In[30]:= ALl + A2

Qut [ 30] = 34.5272
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6.3 Das Arbeitsblatt der Flachenbestimmung zwischen Kurven

Das Arbeitsblatt zu Flche zwischen Kurven hat folgendes Aussehen:

£ AreaBetweenCurves.nb -0 x|

| | BElE| £ =[=(5] ooz

Area Between Curves =

Area between curves :
HMOVIE
@
EXAHMPLE :

Step by 5tep
EXERCISE .
SECTION Practice

SUHMHMARY & THTERHET Resources
[ J |

| »

|

Abbildung 9: Die vier Kapitel + Zusammenfassung des Arbeitsbl&tashe zwischen Kurven

Im ersten Kapitel des Arbeitsblatt@sea between Curves: Mowerd ein Einflihnrungsbeispiel
anhand eines Movies behandelt. Eine Kurve wird dabei durcandarung eines Parameters
einer zweiteruberlagert und die varierenden Schnétffien stehen zur Diskussion.

Im zweiten KapiteDefinitionwird auf ein Bild aus dem Movieatier eingegangen und die De-
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finition der Fiche zwischen Kurven wird in allen Varianten behandelt.

Im dritten KapitelStep by Stewverden Musterbeispiele zu verschiedenen Kurvenlagen gerech-
net.

Das vierte KapiteExercise Sectiostellt eine umfangreiche Beispielsammlung dar, die dem
Schuler die Maglichkeit bietet, das erworbene Wissen zu festigen.

Den Abschluss bildet, wie bei jedem Arbeitsbl&timmary & InternetDiese Zusammenfas-

sung bietet noch einmal die wichtigsten Arbeitsschritte.

E AreaBetweenCurves.nb *
et =] @IS [E 2[5

1
i 1% +8.20, Area = 000.0000UnRiE
10
\._\_M
75
g
25

_y?
-1

1
i 1% +0.20, Area = 026.9292Unit

10

7.5

]
w

_;.r?

=

1

i 1% —7.80, Area = 076.3316UnIt
10

7.5
]
24

5
Ix

| "« [100% =]

|

(%]
|
| =
o h

(e

o

[=7]

[an]

=

|

(8]
|
| =
o h

(8]

o

[=7]

[an]

=

[

7

Abbildung 10: Einige Bilder aus dem Movie der Lerneintdiichen zwischen Kurven
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Kapitel 1 beginnt mit einem anwendungsorientierten Beispiel. Es geht um eine Kreuzung, an
der sich zwei Stral3en mehrfaobérschneiden. Zur Diskussion steht das eingeschlossenen F-
lachenaick, das sich durch digberschneidung ergibt. Es werden im Movie Angaben zu den
entstehenden Bthe bei unterschiedlichen Vaufen gemacht.

Die folgende Abbildung zeigt eingbersicht des zweiten Kapitels:

£ AreaBetweenCurvesNB.nb o ] |
4 [100% =]
2% V
2.1 Graphical Explanation 1
Opens Close |
L |
2.2 Approximation of the area A 1
Open ./ Close |
L |
2.3 Definition of the area between two curves
Open. Close |
Curves given as function=s of x }
Curves given as functions of v }
Crisscrossing Curves }
Close DEFINITION |
[ N | 4

Abbildung 11: Kapitel 2 des Arbeitsblattésachen zwischen Kurven

Hier wird ein Bild aus dem Movie genommen, um an ihm eine grafischelriklj zur Fichen-

bestimmung zu liefern. Kap. 2.2 nimmt noch einmal Bezug auf die Riemann’schen Ober- und
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Untersummen (praktisch identisch zum bestimmten Integral), um von der Approximation der

Flache auf die Definitionenberzuleiten.

E AreaBetweenCurves.nb *

3.1 Area between two curves }

Opans Close |

3.2 Area between more than two curves }[|

OpenS Close |

Opans Close |

3.3 Area between crisscrossing curves H

Clo=se Step by Step I

- -

0 — v

Abbildung 12: Kapitel 3 des Arbeitsblattésachen zwischen Kurven

Kapitel 3 wird wiederum verwendet, um Musterbeispiele durchzurechnen. Es werden verschie-
dene Moglichkeiten von Kurvenlagen durchgespielt und auf deghchen Problempunkte wird
eingegangen.

Kapitel 4 dient delUbung und der Festigung des Gelernten. Im Berd@e$t Your Knowledge

gilt es einige knifflige Fragen zu beantworten und ausgjete, schwierigere Beispiele zodén.
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6.4 Handhabung der Palette und des Arbeitsblattesur’ die Flachenbe-

stimmung zwischen Kurven im Unterricht

Um dem Lehrer noch einige wertvolle Tips mitzugeben und dadurch den Ediotighi Schler

zu gewahrleisten, folgt nun dieses abschlie3ende Kapitel:

1. Lehrplanbezug: Anwendung der Integralrechnung aehienbestimmung zwischen zwei

oder mehreren Kurven

2. Notwendige Vorkenntnisse und Vorarbeiten:Um diese Lerneinheit sinnvoll nutzen zu
konnen, sollte dem Sciter das Ficheninhaltsprobleme in Zusammenhang mit dem be-
stimmten Integral veratidlich sein.Flachen zwischen Kurvelbauen auf dem Grund-
verstindnis fir das bestimmte Integral auf und eine Wiederholung der Hiniacdg bie-
tet eine gute Vorbereitung auf diese einfache Anwendung der Integralrechnung.

Die Grundlagen des Integrals sollten vom &leln‘auch am Computer beherrscht werden,
dann diifte der Umgang mit der Paletiéachen zwischen Kurvekeine grol3en Probleme

bereiten.

3. Didaktische Ziele der Palette und des ArbeitsblattesDiese Lerneinheit ist eine erste
und einfache Anwendung der Integralrechnung (im speziellen des bestimmten Integrals).
Vom Schiler wird nicht mehr verlangt, dass er Rechnungen mit der Hand dihdhf”
oder Integrationsmethoden anwenden soll. Die numerischen Integralberechnungen wer-
den ab jetzt ganz dem Computgrerlassen. Die Aufgaben des 8td1$ verlagern sich,
die Leistungsanforderungen an die 8lgn charakterisieren sich neu. Kontrollaufgaben
und anspruchsvollerglberlegungenu¢ken in den Vordergrund. Bei mehreren Kurven
mussen z.B. aufgrund des Plots die Schnittpunkt bestimmt werden, die eventuell auch als
Integrationsgrenzen eingesetzt werden. Bei mehreren Schnittpunkten muss uler Sch”
den 1ir unsere Zwecke relevanten herausfinden, bzw. gezielt nach dem richtigen suchen.
Ermdglicht wird dies durch das Newtonverfahren und derud&iérotigten Startwert.
Flachen zwischen mehreren Kurveorkien in den meistenafién nur als Summe von
mehreren Teilintegralen ermittelt werden, die jeweils genauere, differenzierte Betrach-

tungen erfordern.
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Im Arbeitsblatt ist die Reihenfolge der Beispiele so géW, dass ein steigender Schwie-
rigkeitsgrad merkbar ist. Die Kontrollfragen gegen Emtberprifen, ob tatachlich ein
Verseindnis aufgebaut werden konnte und ob deruBzhin der Lage ist, sein Wissen

auch an ausgeatilten, kniffligen Beispielen anzuwenden.

. Zeitaufwand: Zwei Stunden sollteru’diese erste Anwendung des bestimmten Integrals

ausreichen.
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7 Didaktische Anmerkungen - Erfahrungen im praktischen

Unterricht

7.1 Allgemeines

Im Rahmen meiner Diplomarbeit wurde mir von Herrn Dr. SIMONOVITS der Besuch der HAK
Grazbachgasse eaglicht. Dort durft ich zwei Monate lang Erfahrungen im theoretischen Un-
terricht und bei der Erprobung vivi@th Desktomm Computer sammeln. Zuerst sollte ich eine
Unterrichtseinheit im PC-Saal hospitieren, um so einen ersten Kontakt zur Klasse aufzubauen.
Von der Aufmerksamkeit und der angenehmen Stimmung in der Klasse 4bk (12. Schulstufe)
war ich positiv beeindruckt. Die Salerzahl ist dienstags im PC-Saal relativ gering, da an
diesen Tagen die Klasse geteilt ist und alternierend in Mathematik und Rechnungswesen unter-
richtet wird. Freitags stehen drei Theoriestunden auf dem Programm. Unterschiede zwischen

Unterrichtsstunden mit und ohne Rechnereinsatz hat NOCKER empirisch untersucht:

“Wahrend Schler in Stunden ohne Computereinsatz mehr als di#tel einer Un-
terrichtseinheit mit“ Aufnehmen® verbringen und nur halb soviel Zaitfroduzieren®
zur Verfigung haben, ist es in den Stunden mit Computereinsatz signifikant an-
ders, es dominiert der Bereich “produzieren®. Auch hier kann die Arbeitshypothese
bestrkt werden, dass Computeralgebraeinsatz zu einem “produktiveren* Unter-
richt fuhrt.

Zusammenfassend zeigt die Studie also, dass trotz eineranuesten Struktur der
“Didaktischen Funktion® und trotz des “Zeitverlusts® durch Handlingprobleme
der Computereinsatz eine grof3e &rderung mit sich bringt, der ihn vondheren
Standpunkt der allgemeinen Bildungsziele rechtferighr selbstandige produk-

tive Schilertatigkeit.* [nocker95]

Die ersten praktischen Unterrichtserfahrungen durfte ich auch gleich am folgenden Freitag sam-
meln. Herr Simonovits gab mir das Thema vor und lief3 mir bei den Vorbereitungsarbeiten alle

Freiheiten. Ich versuchte also, das in mich gesteckte Vertrauen nicht auseiteén und berei-

85



tete mich gundlich auf das Kapitel “Einfhirung in die Integralrechnung — Das Unbestimmte
Integral’ vor. Mit einer gewissen Nervoatt ‘aber auch einer grof3en Portion an Zuversicht ver-
suchte ich den Sehérn einen interressanten Einstieg in die Integralrechnung zu bieten. Ausge-
hend von einem RIchendurchschnittsbeispiel wollte ich auf die anstehende Probleufestik -
leiten. Ich versuchte auch auf einige geschichtliche Zusamamgghdes Themas und wichtige
Namen einzugehen, um so das Interesse und die Aufmerksamkeit dgerSalnivecken. Um

ein Mindestmalf3 an Mitarbeit zu garantieren, arbeitete ich mich fragend-entwickelnd voran. Das

Feedback der Sciter und auch jenes von Herrn Prof. Simonovits war durchwegs positv.

In den folgenden Wochen wurden in den Theoriestunden die Grundlagen der Integralrechnung
erarbeitet. Im Computerunterricht wurde, in Hinblick auf die anstehende letzte Schularbeit des
Jahres, das Taylorpolynomug#. Das Vorgehen in der Theorieentwicklung musste generell auf
den Termin der Schularbeit abgestimmt werden. Durch einen unterrichtsfreien Fenstertag wurde
unsere Planung noch zatglich erschwert. Solche Ereignisse sind wohl zu den schaggititien
Problem zu ahlen und sie spiegeln hier exemplarisch dastitkche formalg Schulgesche-

hen wider. Ich bin auch froh mit solchen Dingen konfrontiert worden zu sein, da ich so einen

Vorgeschmack auf zukiftige Aufgaben erhalten konnte.

7.2 Praktische Erprobung der entwickelten Lerneinheiten

DaM@th Desktogine Software ist, dieu’'Schiler und Studenten konzipiert wurde, war es f"

mich auch sehr lehrreich, die entwickelten Paletten und Arbeit&blkonkret in der Praxis mit
Schilern auszutesten. Es stellt sich im Unterricht sehr schnell heraus, ob der Benutzer die, in der
Planung angestelltedberlegungen tagshlich auch nachvollziehen und umsetzen kann. Viele
Schiler &uf3ern sofort ihren Unmuitbér unverstindliche Bedienungsobeafihen oder unklare
Arbeitsanweisungen und sind damitrfden Entwickler eine unbezahlbare Korrekturhilfe. Es
ergeben sich in der praktischen Erprobung manchmal Problempunkte, die in der Entwicklung

als solche gar nicht ins Kalikgezogen wurden.

Wie ich selbst erfahren durfte, stellt der Unterricht im PC-Raumdén Lehrer eine grol3e

Herausforderung dar. Man muss die Entwicklung von Lehrstoff im Klassenraum und die Unter-
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richtseinheiten am Computer aufeinander abstimmen. Eine genaue Planung und Vorbereitung

riickt noch satrker in den Vordergrund. Ich zitierd JHRER:

“Die Planung von Unterricht unter Betonung fundamentaler Konzeptedgeh-
cher zum Anspruchsvollsten neben deraglichen Arbeit im Unterricht selbst. Es
geht um fachlich substanzielle Bégmdungen. Das verlangt mathematische Kom-
petenz. Zugleich wirdber per®nliche Verantwortbarkeit mitentschieden. Und das
setzt einerseits didaktische Entscheidungsfreiheit voraus, andererseiss)pgi-

sche Entscheidungsbereitschafffuhrer97]

Durch geschicktes Vorgehen wird der 81 sensibeldi die Vorzige und Srken, aber auch
fur Schwachen eines CAS. Gerade bei der Integralrechnung konnte ich digeBelon den
Leistungen des Programmigi@th Desktofiiberzeugen. Die Bedienungsmodatiri sind schnell
erlernt und der Zeitaufwand mit dem Rechner ist gedpen der Handrechnung ungleich klei-

ner!

7.2.1 Die Grundlagen der Integralrechnung — Erkenntnisse durch die Schularbeit

Die Lerneinheiten zu den Grundlagen der Integralrechnung wurden bereits von Herrn SILLER
entwickelt, er konnte aber aus zeitlichernu@dén und durch die vorgegebene Stoffplanung f~
diese Klasse seine Paletten und Arbedsiel’ nicht mehr selbst austesten. Da auch bei mir
vom Stoffumfang her nur ein kurzer Einblick in die Anwendungsbereiche der Integralrechnung
maoglich war, lag das Hauptaugenmerk bei der Erprobung der Lerneinheiten in der Schule bei

den grundlegenden Arbeiten zum Integral.

Ich méchte nun am Beispiel der Schularbeit in der 4bk auf einige Probleme aufmerksam ma-
chen, die mir im Unterricht und bei der Korrektur der Arbeiten aufgefallen sind.

Vorweg noch einige Erldiungen. Der Schularbeitentermin wurde £1. Juni vereinbart. Da
jedoch nicht alle an diesem Tag anwesend sein konnten, erhielten am darauffolgenden Freitag
acht Sclufer die Moglichkeit nachzuschreiben. Die Angaben wurdendén zweiten Termin

nur geringtigig geindert, damit der Schwierigkeitsgrad gleich blieb. Die Schularbeit wurde in
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Zweier-Teams geschrieben, die, aufgrund von bisher erbrachten Leistungen, zu gleichstarken

Einheiten zusammengefasst wurden. Die Einteilung erfolgte durch den Lehrer.

=lol x|
ITE}d j Hl%ll = El%li”mu% vl

3rd Test

Taylor - Polynomials and Basics of integration
Class: 4bk , Junhe 11th, 2002

Name: MMy name

Frint Test I

(1) Taylor - Polynomial _k‘_' g
Open fClose
s "“ i

-~
A |

(3) Definite Integral
Open f Cloze
i

JH v

(2) Indefinite Integral

Open fCloze

Abbildung 13: Die drei Teilbereiche der Schularbeit

Die Schularbeit bestand aus drei Kapiteln:

1. Taylorpolynome
2. Das Unbestimmte Integral

3. Das Bestimmte Integral

Erste Anzeichen von Unruhe wurden bereits beim Durchsehen des Angabenblattes merkbar.

Der Text zu den Aufgaben war in Englisch und diese Tatsache wurde von einigen Gruppen
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mit Empdrung wahrgenommen. Vorallem bei den Taylorpolynomen war durch einige Vokabel
wie z.B. “basepoint* oder “indistinguishable” Verunsicherung aufgetreten (siehe Angabenblatt
der Schularbeit auf S. 92). Diese Probleme verwunderten mich etwasr deefSchularbeit
gerugend gabt wurde und die Salér nur die bekannten Arbeitsschritte auf die neue Funktion
Ubertragen mussten. Aus dem Text sollten sie trotz einiger unbekannter Vokabeln die notwen-
digen Arbeitsschritte herauslesearkien. DieUbersetzungen wurden ihnen aber dann nach
kurzen Diskussionen geliefert und so konnte auch die Anfangsneatositi‘die Unruhe in der

Klasse wieder beseitigt werden.

Trotz zahlreicher Hinweise in den Vorbereitung auf die Schularbeit hatten einige Teams Pro-
bleme mit der Eingabe. Ein Paar beachtete die Grol3schreibung bei der vorgegebenen Standard-
funktionen des Sinus nichsifi[2x] s Sin2x]), ein weiteres Team verwechselte runde und
eckige Klammern bei der Eingabe des SinBs(@2x) s Sin2x]).

In beiden Rllen ist so bereits bei der Definition (Punkt (a)) ein schwerwiegender Fehler auf-
getreten, der ein Weiterkommen uagiich machte. Die Teams wurden schlief3lich auf die Ein-
gaberoutinen aufmerksam gemacht und konnten so doch noch mehr oder weniger erfolgreich
fortfahren.

Ich denke, dass derartige Fehler, da sie vorallem auch im Team passierten, auf mangelnde Acht-
samkeit zuwckzufihren sind. In einetJbungsstunde wird auf Eingabeformatigh zu wenig
geachtet. Der Schér braucht nur den Schritten, die vom Lehrer vorgetragen und an der Ta-
fel notiert werden punktgenau zu folgen. Eigene Denkleistung wird kaum gefordert. Wie man
auch aus diesen Beispielen folgern kann, sollte eigenlsgés Arbeiten und experimentieren
gefordert und gefordert werden, um derartigen Verwechslungen und mangelnder Sorgfalt vor-
zubeugen.

REICHEL nimmt Bezug auf die Nutzung von Rechneun éxperimentelle Zwecke:

“Gezielter Einsatz von PCs im Unterricht efglicht - und das ewffnet wirklich ei-

ne neue Dimension - experimentelles Arbeiten im Mathematikunterricht und damit
entdeckendes Lernen im alten Wortsinn, aber in neuen Kleidern. Praktisch jedes
Gebiet erlaubt - je nach Zeit und Vorliebe der Lehrerin oder des Lehrers - ma-
thematische Experimente z.B. grafischer Art durch Manipulieren mit Formeln und

Gleichungen (in denen ein oder mehrere Parameter auftreten), u.v.a.m.
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Sinnvolles Probieren ist gute Mathematik.
Experimentelle Unterrichtsformen werden awtdeu beitagen, Schilern ein mo-
dernes und aktuelleSefihl fur die Mathematik der Neunzigerjahre und der Jahr-

tausendwende zu vermitteln[teichel95]

Grol3e Mangel konnte ich bei den formulierten Antwatzén zu den einzelnen Fragestellun-
gen feststellen! Teilweise erachteten die Teams es nichdtwendig, sich durch kurze und
einfache Kommentare zu den erhaltenen Ergebnisse@uari. Andere hingegen versuchten
durch lange Formulierungen aufzufallen, doch waren diz&inhaltlich kaum aussagelktig.

FUHRER versucht auf derartige unterrichtliche Defizite aufmerksam zu machen:

“Bei allen Meinungsverschiedenheitéer die beste Gewichtung zielt Gaich

jeder verrinftige Mathematikunterricht zugleich auf die Vermittlung materialer In-
halte und auf formale Schulung, insbesondere auf died€rung des Denk-, Be-
grindungs- und Artikulationsver@gens — wenn auch notgedrungen eingesokt

auf mathematikspezifische Formen.*

er begtindet auch die weitergehende Auffassuiiigss Sprachliches im Mathema-
tikunterricht nicht nur eine formalbildende Funktion hat und insofern mehr oder
minder unverbindlich bleibt, sondern dass die verhandelte Mathematik zum guten
Teil selbst Sprache ist oder zumindest séhnliche Funktionen hat und damit zu
einer Sprachschulung zwingt, deren Maikst sachlogisch geboten urid Scltuler

nur sehr begrenzt disponibel sind[fuhrer97]

BURGER betont die Argumentation im Mathematikunterricht:

“Wenn Scliller Handlungen begmden sollen, insbesondere im Zusammenhang mit
der Bearbeitung von Aufgaben, so sind sie gezwungen, Zusaranggnhnd Bezie-
hungen zu durchdenkeblberlegungen zu gzisieren und darzustellen, wodurch
dieseUberlegungen strker ins BewuRtseiniicken. Wenn man solche Bégdun-

gen immer wieder verlangt, kann man hoffen, dassifectbeim Bearbeiten von

Aufgaben die dazu erforderlichdgberlegungen — auch ohne Verlangen nach Be-
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grindungen — bewuf3ter durdlifren. Dadurch &nnen gegbenenfalls Fehler ver-

mieden werden.“[burger87]

Bei den Integralbeispielen waren kaum Probleme aufgetreten, da sie erst kurz vor der Schular-
beit behandelt wurden und da ich im Vorfeld auch sehr eindringlich agflictie Eingabepro-

bleme hingewiesen habe.

Im Gegensatz zu den Taylorpolynomen waren die Beispiele zur Integralrechbangiégend

mit der Hand zu rechnen und ausaziofén, doch etfilte der Rechner eine wichtige Kontroll-
funktion. Bei der Punktevergabe wollten wir diesen Umstand mit einbeziehen. Ein richtiges
Ergebnis lieferte bereits einen wertbaren Beitrag,utaliésen Fall das korrekte Bedienen der
Paletten nachgewiesen werden konnte. Bei der Korrektur stellte ich auch fest, dass sich einige
Teams nicht wirklich gut bei der Aushirung der Rechenschritten auskannten, da sie zwar un-
ter Zuhilfenahme des Rechner zu einem richtigen Ergebnis gelangten, der rechnerische Weg zu
selbigem aber teilweise mehr als fragndig anzusehen war. Durch eine entsprechende Notiz
machte ich die Salliér aufmerksam, wenn einedkenhafte, unvollstiidige bzw. unveratidli-

che Austihrung vorlag und in schwerwiegendealleéin wurden auch Punkte abgezogen.

In einer nach@glichen Diskussion sind Herr Simonovits und ich zur einvernehmlititeer-
zeugung gelangt, dass die Integrationsbeispiele in der vorliegenden Form ohne Verwendung des
Computers oder Taschenrechners erheblich an Schwierigkeit gewoatten, lda die bsung,

an der sich alle orientieren konnten weggefallearevi. Bei einzelnen Arbeiten konnte man
richtiggehend erkennen, wie versucht wurde, die Rechenschritte an das Ergebnis anzupassen.

Solche Schler hatten wohl ohne bSung niemals zum richtigen Ergebnis gelangenren.

Auf der rdchsten Seite findet sich der Angabenzettel zur besagten Schularbeit.
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ﬂ Schularbeit_4bk_Angabe.nb * =101 x]
[Input -| BlEle| = =] =|=] < [100% ]
. =

(1) Taylor - Polynomial W
Open fClose
= 9. A

Calculate the Taylor polynomial of Sth arder of o Sin[2 x] at ® = 2.82 with the
basepoint a = 2.5

Maote: YWirite to each problem (a) - (2) an answer.

(2) Define fand a.

(k) Display with the Movie button the first 8 Taylor polynomials. Use the option
ShowAll+False. Comment on the polynorials.

(c) Calculate Pa[x] with the Pr button. Show Pa[x] and f[x] in the same plot.
Find with the mouse the xrange, where Pa[x] and f|x] seem ta be
indistinguishable.

(d) Calculate the error of P4[2.82] with the Calc Error P button.
(2] Wwhich order is to be chosen so that the error of Po[2.82] is about 0.000157

{2) Indefinite Integral . N
Open fClose ‘ *y

(@) J[(1-2%2 - (1+2%7) dx

t
by [ [@— + Sin[t]] At

£
© 2+ (22 43 au
1]
(3) Definite Inteqgral I-( .
e $.S37]
in 5 5
5

3- | sinpg & b oo T2 g

(a) J‘ in[x] dx i) J‘(“) ¥ J‘Yz y
JEN

Abbildung 14: Schularbeit der Klasse 4bk vom 11.6.2002
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7.2.2 Arbeiten mit der Lerneinheit Flache zwischen Kurven

Im Rahmen meiner praktischen Erprobung der entwickelten Software in der HAK Grazbach-
gasse erhielt ich auch die ddlichkeit eine, von mir selbst entwickelte Lerneinheit zu testen.

Ich méchte dafif noch einmal meinen Dank an Herrn Dr. Simonovits richten, der mir diese
Lehrauftritte ernoglichte.

Zu diesem Zeitpunkt hatten die Sdhi bereits einen Grol3teil der Grundlagen zur Integralrech-
nung absolviert. Neben dem emtwiten und in Zusammenhang mit der Schularbeit diskutierten
bestimmten und unbestimmten Integral hatten sie auch schon Integrationstechniken kennen-
gelernt. Als erste und eine der einfachsten Anwendungen des bestimmten Integrals sollte ich
den Schifern die Berechnung von &then zwischen Kurven beibringen. Zu diesem Zweck
wurden zwei der drei Freitag-Unterrichtstunden aul3erpéaignn den PC-Saal verlegt. In der
ersten Stunde konnte ich die theoretischen Vorbereitungen auf das Thema vornehmen und im
Anschlul3 daran sollten die neuen Erkenntnisse unmittelbar am Computer umgesetzt und ange-
wandt werden.

Dieses Vorgehen entspricht nach TIETZE/KLIKA/WOLPERS [tietze97] einer‘zavei ide-
altypischen Formen des Rechnereinsatzégbeitet man mit Verfahren und Begriffen, ohne
diese vorher theoretisch genauesrégit zu haben, und sammelt dabei Erkenntnigss deren

Eigenschaften, soavé dies die zweite Bijlichkeit.

Als passende Vorbereitung auf das neue Thema wurde das bestimmte Integral wiederholt. Die
Uberleitung und der Schritt zur &he zwischen Kurven wurde entsprechend densusiigen

in Kapitel 6.1 auf Seite 72 durchgéfit. Theoretische Ertungen versuchte ich nachoglich-

keit anhand von grafischen Darstellungen zu untermauern und dele8tko auf eine leicht
versandliche Weise den Sachverhaéth@r zu bringen. Mir war es dabei wichtig, bei eventu-
ellen Fragen meinen Vortrag an der Tafel sofort zu unterbrechen, um Unklarheiten an Ort und
Stelle ausaumen zu kihnen.

Als erstes Beispiel @afilte ich, in Absprache mit Herrn Simonovits, das auf dechsten Seite
dargestellte Beispiel, dass auch im Arbeitsblatt als Musteraufgabe verwendet wird.

Wir wollten mit diesem Beispiel die Sdter auf die Vorzige eines CAS im Vergleich zur Be-

rechnung mit der Hand aufmerksam machen. Ein wesentlicher Faktor war unter anderem die
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zeitliche Ersparnis. li'die Losung der Aufgabenstellung mit der Hand begté ich beim Vor-
rechen an der Tafel etwa 20 Minuten. Ich achtete besonders auf eine korrekte und detailierte
Austlihrung aller Rechenschritte. Die Ermittlung dersluhg mit dem Computer dauerte hinge-

gen nur ca. 5 Minuten.

Example: Find the area of the plane region between vy = f[x] and y> = g[x].
] = x +6, glx] ="

] afx]
14 f
1251
10¢
rat

Abbildung 15: Musterbeispiel zur Berechnung eineadflé zwischen zwei Kurven

In der zweiten Stunde wechselten wir in den PC-Saal. Ich stellte kurz die Palette und die Funk-
tion der Buttons vor. Danach besdtigten wir uns mit dem Arbeitsblatt.

Da sich nur diese eine Chance zur Erprobung einer meiner eigenen Lerneinheiten ergeben hatte,
war mir jede Art von Kritik oder Feedback sehr wichtig. Icloohte an dieser Stelle auch die
engagierte Mitarbeit der Saker betonen. Da ich schon in unterschiedlichen Schulstufen und

in verschiedenen Schulen unterrichten durfte, hatte ich auch schon gegenteilige Erfahrungen
machen knnen. ki das Arbeitsklima und vorallem meine Motivation waren diese ldnc”

sehr Drderlich.

Das zuvor mit der Hand gerechnete Beispiel sollte nunM@th Desktopausgewertet wer-

den. Die Bedienung der Buttons stellte kein Problem dar. Wir verfolgten die vorgegebenen Ar-
beitsschritte und die Saker konnten nun die gravierenden Zeitunterschiede bemerken. Zudem

konnte ich die Bedeutung der Visualisierung an mehreren Stellen aufzeigen. Der Plot-Button
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wurde so programmiert, dass aus der Grafik eine eindeutige Zuordnung der Kurgdohm™

war. Jede Funktion wird standardfiig in einer vorgegebenen Farbe ausgegeben und bei der
Achsenbezeichnung wurde darauf geachtet, dass auch die SdaweiftifX], g[x] undh[x]* in

den entsprechenden Farben dargestellt wurden. Die farbliche Unterscheidung erleichterte das
Arbeiten ganz erheblich, daif'die Bestimmung von Schnittpunkten oder bei der Eingabe der
Formel zur Flichenberechnung immer wieder auf den Plotizkgéegriffen werden musste. Da

bei der Entwicklung der Buttons nicht alle auftretendeid-getrennt bercksichtigt wurden,
mussen die Saliér teilweise aktiv in den vorgegebenen Eingabeaufforderungen eingreifen.
Mogliche Eingriffstellen sind in der Zelle wiablich durch die orangeatbigen Buchstaben

oder Zeichen erkenntlich gemacht. Bei drei Funktionen muss derl&cbéi der Ermittlung

Switchto FindRoot |;

Clear[x, ¥, wvar]:

wvar = £

HSolwve| flwvar] == g[wvar], wvar]

von Schnittpunkte der Funktionen sebostiig die Eingabe der gewschten Funktionen vor-
nehmen. Die hier dargestellte Zelle gibt die standa@igé Vorgabe mit den Eirggenf und

g an. An diesem Beispiel kann man auch die Toggle-Funktion erkennen, die zur Berechnung
von ganz bestimmten Schnittpunkten bagt'wird. In der vorliegenden Form wird der Befehl
NSolve verwendet, der vorwiegend zurdting von Gleichungen mit polynomialen Augdkén

Verwendung findet.

Insgesamt kann ich sagen, dass ich durch die semdtsge Arbeit in der Schule sehr viel ge-
lernt habe und wichtige Erfahrungen im praktischen Unterricht sammeln konnte. Viele Verbes-
serungsroglichkeiten wurden in der Erprobung entdeckt und konnten auch in der Folge durch
Uberarbeitungen in die Lerneinheiten eingebaut werden. Ich hoffe, dassftigkiermehrt

vom klassischen Unterricht an der Tafel abgelassen wird und CAS—-Systeme eutneeyele’

Berticksichtigung im Mathematikunterricht finden werden!
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8 Entwicklung eines Help Browser — Systems

Fur das ProjekM@th Desktofkonnte am Institutdi Mathematik mittlerweile ein kleines Team

von 3 Leuten gewonnen werden. Die ersten beiden Kandidaten haben ihre Arbeiten im Bereich
Differenzialrechnung und Grundlagen des Integrals bereits erfolgreich abgeschlossen. Zu mei-
nen Aufgaben gedrie, neben der Entwicklung, der im Vorwort angfeften und in den Kapi-

teln 5 und 6 zum Teil alier behandelten Lerneinheiten zur Anwendung der Integralrechnung,
die Erstellung einer Arbeitshilfe (Help Browser — Systemm) &lle bis dahin ausgearbeiteten
Lerneinheiten. Mein Zuatidigkeitsbereich umfasste dabei die komplette Differenzial- und die

Integralrechnung.

8.1 Aufbau vonM@th Desktop

M@th Desktogabgekirzt MD) ist eine aufMathematicabasierende Unterrichtssoftware, die,
als begleitendes und exgZendes “Instrument‘uf‘den Mathematikunterricht in allerohéren
Schulen (9. bis 12. bzw. 13. Schulstufe(sterreich AHS und BHS) konzipiert ist. Dieses Pro-
gramm besteht aus mehrertodulen die von der Bedienungsweise und vom Erscheinungs-
bild her&hnlichen sind. In ihrem Aufbau und den zugrundeliegenden Konventionen bilden sie
jedoch eigenstridige Einheiten. Jedes Modul behandelt einen Themenbereich: Differentiation,
Integration, Lineare Algebra, Statistik, grundlegende Funktionen und Finanzmathematik. Jeder
Bereich ist in Kapiteln unterteilt, die jeweils einer Lerneinheit entsprechen. Die Lerneinheiten
sind wiederum durch Paletten und zugebé Arbeitsbétter gebildet und organisiert.

Zusatzlich gibt es noch das ModMD Tools das, wie der Name schon erratesdt, ein hilfrei-

ches “Werkzeug" tif die anderen Modulen darstellt. Dder hinaus kaniMD Toolsaber auch

bei weiteren mathematischen Problemstellungen von Nutzen sein.

Detailliertere Angaben zum Aufbau der Softwdégth Desktogdindet man in den Kapiteln 4
und 5 der Diplomarbeit von Herrn FINK [finkdipl].

Weitere Beispieledi den Umgang mit Paletten und Arbeitgtiérn finden sich auch in den
Kapiteln 7 bis 10 der Diplomarbeit von Herrn SILLER [silldipl] und bei Herrn SIMONQOVITS
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[simonov00], [simonov01], der auchifdie Grundidee und die Entwicklung vidd@th Desktop

verantwortlich zeichnet.

FUCHS und DOMINIK verfolgen eihnliches Konzept und schreibeber die Vorzige*derartiger

Lernumgebungen®

“Durch das “Wegraumen* von hinderlichen systembedingten technischiéréh

(man denke etwa an das Eingeben und Editieren ’langer’ einzeiliger Aickd)

beim Losen von Aufgaberdknen sich die Scher auf den eigentlichen Probleige-
prozess konzentrieren.

Der Prozess des Mathematikunterrichts, seine Planung , Dukelihg und Zielset-

zung ricken damit wieder atker in den Mittelpunkt unserer Betrachtundgfuchs/dom]

8.2 Arbeiten mit Paletten und Arbeitshlattern

Alle Lerneinheit bestehen aus jeweils einer Palette und einem Arbeitsblatt. Paletten und Arbeits-
blatter stellen also die grundlegenden Basiselememtddin Umgang mit dem Systeki@th
Desktopdar. Will man sich mit einem der Module besdtigen, so wird durch ein Drop-down
Menti eine Ubersicht simtlicher untergeordneter Hauptkapitel egticht. Die Ubersicht fir

das Modul zur Integralrechnung wird in Abb. 16 auf dachsten Seite dargestellt.

Durch Anklicken eines dieser Teilbereiche wird ein Link aktiviert, die entsprechende Palette
wird geladen und erscheint standailtig am rechten Bildschirmrand. Eine Palette wiederum
besteht aus vier Bereichen: Functions, Tools, Notebook und Links. Auch diese Einteilung ist an

der g@ffnetenFlache zwischen Kurven (Area between Curvd&lette in Abb. 16 ersichtlich.

97



MO Doiff

MO Inkear

MO LinAlg MO Skat

+ IMTEGRATION Cwverview
+ Create Cwn Makerial
+ Showe Cwn Material

k

MO Finance  MDTools

Window  Help

+ Indefinite Integral
+ Inkeqration Techniques

+ Definite Integral

Area bebween Curves

Yolumes
Arc Length

+ Mumerical Integration
+ Improper Inkearals

Laplace Transformation
Fourier Transfarmation

Diff Equ Modeling
Diff Equ Yisualize

Phrysics
Math Modeling
Econamics

PROJECTS

+ EXERSICE POOL

und interaktiv damit zu rechnen.

Palette K|
Areg -
BetWet FVE

Functions

DefCuwesl
Flot Curves
Intersect
e Ef—gjl
EVALUATE

Tools
Elementary Fu.m::l

 P1ot [ BT

:rt|u:||:|“|_L"|d1|

B
S
o |
- W oermmon |
e | EEmEe
v | EE=EE
P o |

groR3tenteils durch die Buttons iFunctionsTeil.

98

Abbildung 16:Ubersicht des Meams Integralrechnung mit der PaleE#iche zwischen Kurven

Der Aufgabenbereich einer Palette wird durch die ButtongunctionsTeil realisiert. Neben

kleineren anderen Anpassungen unterscheiden sich die Paletten der einzelnen Lerneinheiten

Genau an diesem Punkt setzt der Help Browser an. Die Aufgabe des Help Browser — Systems

besteht darin, die Arbeitsweise und die Handhabung der ButtofsimationsTeil zu erkEren




8.3 GrundlegendeUberlegungen zur Entwicklung der Lerneinheiten und

des Help Browsers

Je leistungsstker ein Softwaresystem ist, desto wichtiger wird auch eine umfangreiche und
genaue Bedienungsanleitung, um die sich bietendegligtikeiten auch vollends aussgién

zu kénnen.Mathematicaist in der Lage, mathematische Dienste zu leisten, die wast die
Schulanforderungen hinaus geh&m@th Desktopversucht jedoch die vorhandenen Eigen-
schaften vorMathematicafur schulische Zwecke zu adaptieren und die Handhabung und Be-
dienung an das Schulniveau anzupassen. Um den Umgang und das Arbeiten mitdem Programm
fur Lehrer, Schler und Studenten einfach zu gestalten, spielt die BenutzerableeEine wich-

tige Rolle.

Durch das Arbeiten mit Paletten und Arbeitsitéin ist tir den Schler die Assoziation zum
ublichen Klassenunterricht mit Taschenrechner Uhdingsheft trotzdem gegeben. Denn bei

den Paletten handelt es sich um hochentwickelte Rechner, die mit Hilfe unterschiedlicher But-
tons bedient werdendkinen. Jede einzelne Paletten stellt jedoch ein sehr spezialisiertes Ar-
beitsgeat dar, das jeweils nur zu ganz bestimmten Rechenzwecken herangezogenuwird. F~
jeden Themenbereich stehen sozusagen eigene Rechner, in Form der einzelnen Paletten, zur
Verfugung.

ArbeitsbEtteribernehmen in diesem Vergleich den Partdbangsheftes, worin nun der Sdbf

unter Zuhilfenahme der Paletten arbeiten kann. Folgende A&iritSind in den Arbeitsattern

moglich:

Wiederholen oder sich neu aneignen des theoretischen Unterrichtsstoffes

Den zu diskutierenden Themenbereich abgrenzen

Berechnungen durchfiren

Grafen, Funktionsvealife, Folgen, Grenzwerte, etc. darstellen

Vorgegebene Aufgaben und Beispiabsén

Notieren von Gedanken undkiingsaratzen
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e Argumentieren und dSungen interpretieren

e Formulieren von Fragen und Antworten

Bei einer derartigen Vielzahl an Handlungsgtichkeiten ist es leicht vemtdlich, wenn da

oder dort auch einmal Fragen auftreten. Wenn einzelne Arbeitsschritte nicht nachvollzogen wer-
den kdnnen, so muss eine gezielte Hilfestellungdén Schler vertigbar sein! Ausgehend von
diesenUberlegungen versuchte ichrftlas Arbeiten mit den Lerneinheiten zur Differenzial-

und Integralrechnung eidelp Browser — Systermu entwickeln.

Mir stellte sich eine klar definierte Aufgabe. Es sollte dem Programmbenutzer, der in scheinbar
ausweglose Situationen gerMdglichkeiten zutUberwindung seiner mathematischen Proble-

me geboten werden. Durch Egklingen und mit Hilfe von Beispielen, die die Funktionsweise
und Eingabeformalgten der Buttons anschaulichautérn, soll das Veratidnis gedrdert und

der Lernerfolg untersitzt werden.

Wichtig aus meiner Sicht ist dabei auch, dass der Benutzer durch den Help Broaglerst”

direkt und effizient das mathematische Problagberwinden kann. Er soll nicht unterwegs ab-
schweifen, um so nicht den sogenanrfaien Faderzu verlieren.

Eng mit diesem Problem verbunden waren auch folgende Fragestellungen, die uns bei der Ent-
wicklungsarbeit@ir die Lerneinheiteofters bescaftigten und so auch manchmal Staff Dis-

kussionen lieferten:

e Was sollen/wollen/mSsen wir €ir einen bestimmten Themenbereich mit hineinnehmen?

e Wie kdnnen wir die Inhalte gut gliedern und in einem Arbeitsblatt (d.h in max. vier Ka-

piteln) unterbringen bzw. in einer Palette (haagtdichFunktions- Teil) aufarbeiten?

e Wo setzen wir Schwerpunkte? - d.h. inwieweit und in welcher Form sollen Inhalte in den

Lerneinheit aufgenommen werden?
e Wie kann man den Scitér fur ein Thema motiviern, d.h. welchen Einstieghién wir?

e Was soll das Programm an Arbeit abnehmen bzw. welche Arbeitsschritte sollte déerSch”™
unbedingt selbst durchfiren, um den Kern des Problemes verstehen und auf andere Si-

tuationen transferieren zwhknen?
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e Welches Musterbeispiel ist regséntativ genug, um darauf das Varstiis fir eine gan-

zen Themenbereich aufzubauen?

Da man im Berahen um Vollséindigkeit der Versuchung unterlegen ist, den Benutzer mit ei-
ner Rille an Information zwberfordern, war ein wichtiger Punkt di¥agnanzund inhaltliche
Kompaktheit einer Lerneinheit. Diese Ziele versuchten wir als Lagite zu formulieren. Ver-
tiefendere und emyizende Ausffirungen zu den einzelnen Lerneinheiten sind jedem Lehrer

selbstuberlassen, del@th Desktomur als begleitende Unterrichtssoftware konzipiert ist.

Fir den Inhalt der Arbeitshtter war eine Gliederung in maximal vielberschriften vorgese-
hen. Diese Teilbereiche wurden individuell sehr unterschiedlich realisiert und aufbereitet. Die
abschlieBende ZusammenfassuBgrimarysoll in einfachen Worten den Kern einer Lernein-

heit wiedergeben.

Zu vorigen grundatzlichen Fragestellungen, hegich der Entwicklung von Lerneinheiten

kommen fir diesen Bereich noch einige weitdgberlegungen hinzu:

e Anordnung und Aufteilung der Buttons nach kwten fundamentalen Ideen und Prinzi-

pien

e Semantik der verwendeten Schriftzeichempi¥®i’ und mathematischen Symbole in den

Buttons

e Assoziationen zu den verwendeten Schriftzeicheartéfin und mathematischen Symbo-

le in den Buttons
e Arbeitsschritte dif typische Beispiele zu einer Lerneinheit
e Berticksichigung von Sondefién

e Bedienerfreundlichkeitfi'den Anwender

Leider gibt es zur Zeit noch kaum Literatur oder Richtliniein die didaktische Aufarbeitung
eines interaktiven mathematischen Help Browser — Systems. Ich orientierte mich daher in ers-

ter Linie an fundamentalen Konzepten und ganz grundlegenden didaktischen Prinzipien (siehe
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auch Kap. 2 und in [finkdipl], Kap. 2 und 3).
FUCHS und DOMINIK beschreiben die Verankerung des genetischen Prinzips im Zusammen-

hang mitMathematicaPaletten:

“Ein Mathematikunterricht mit Mathematica-Palettes Lernumgebungémpkrueut-
lich am Vorversindnis der Schler an, fihrt zu allgemeineren Begriffen und Stra-
tegientiber intuitive und heuristische Aatze und zur Einbettung von Aufgaben-
stellungen in gol3ere Problemkontexte aul3erhalb und innerhalb der Mathematik.
Durch ausgehlte Aufgaben wird den Salern die Chance gegeben, Teile der Ma-
thematik wieder und neu zu entdecken. Die einzelnen Schritte zur Problemgl
werden ausihrlich dokumentiert, Sdlereingaben und Antwort der Lernumge-

bung lonnen zugtzlich durch verschiedenfarbige Felder differenziert werdgfuths/dom]

Durch die Interaktionsglichkeit im Help Browser kommt etwa dagnetische Prinzigut

zum Tragen. BHRER verwendet diesen Begriff in der allgemeinsten Fdilin Unterricht,

der Entwicklungsprozesse besonders betontio®t materiale Ergebnisse stellt, heil3t“genetischer
Unterricht* “. [fuhrer97]

Da im Help Browser ein aktives Eingreifenaglich ist, erlalt der Benutzer die Mglichkeit

auch in der Hilfe zu rechnen. Natich soll durch die Vorgabe einer Mustesling das Problem
behoben werden, aber dieseduing soll nur Ausgangspunktrfiveiteres Experimentieren und
neue Entdeckungen sein. Neben der zielgerichteten mathematischen Hilfestellung soll vorallem
auch zum Lern- und Entwicklungsprozess ein Beitrag durch den Help Browser geleistet wer-
den.

Diese Interaktionsglichkeit im Help Browser entspricht auch den grundlegenden Anschau-
ungen BRUNERS [bruner60] nach einemtdeckenden LerneRr schlug bereits um 1960 vor,

das*discovery learning” kognitionspsychologisch zu begrden.

“Die Ubung im Selbstentdecken lehrt, Information so zu erwerben, dads sias

Problembsen weitaus fruchtbarer wird.”

Bruner (zit. n. [neber81])
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8.4 Konkrete Entwicklungsarbeit fur den Help Browser am Beispiel der

Lerneinheit Flache zwischen Kurven

Die Moglichkeiten, wie man auf den Help Browser zugreifen kann, werden in Kapitel 8.6 auf
Seite 107 erldit.

1 Help Browser -0l x|
MO Area betwesn Curves Back |

" Built-in Functions & Add-ons " The Mathematica Book
" Gefting Started/Demoz  © Other Information ™ Master Index

Standard Packages P;I Inclefinite Integral *d Area betvween Curves
hdathLink Library ¥ Definite Integral 4 “olumes

CEESave * Murmetical Integration 4 Arc Length

hiceth Deskiop (WD) ] Surfaces

Basic Functions (MDE)  * A ANCED

Ditferentistion (MO Diff) *

Integration (WD Inteor)  * Rl WETTTt T e e k ﬂ

| -l BlaE| slsl=ss] <[]

MD HELP Geometry I~

Area between Curves

Functions

Def Curves |
PlotCurves
Intersect

I (f—ng

Tools, Notehook, Links

Abbildung 17: Das Help Browser — System: Ein Klick auf den Button inFlenctionsUber-

sicht flihrt zu seinem mathematischen Inhalt.

In der obigen Abbildung kann man jenesoffeéte Fenster sehen, das nachdiigting des

H — Buttons am Bildschirm in den Vordergrund tritt. Der 81 °erkennt sofort den ver-

trautenFunctionsTeil der Flache zwischen KurveRalette.
Der Help Browser wurde aufgerufen, ummrféin Problem im Arbeitsblatt einedsung zu fin-

den. Die Hilfe wurde nun so gestaltet, dagsjEden dieser Buttons zuerst eine theoretische Er-
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klarung erfolgt. Sie soll die Arbeitsweise beschreiben und einen Eindruck vom mathematischen
Inhalt des Buttons vermitteln. Danach wird die dazugede Eingabeaufforderung dargestellt.
Am Musterbeispiel aus dem Arbeitsblatt wird die Arbeitsweise demonstriert.

Die ndchste Grafik zeigt den Aufbau des Help Browsers am Beispiel der Kurvendefinition.

|=|=5| < [100% ]

Def Curves | lets you define the functions. With a toggle button you are
ahle to switch from function of x to function of y.

ot - HslE|[E

[

Switc:htufu.m::uffl; 3 _

Input &= clear[f, g, h, x1;

{£[=_] = O, glx_] = 0O, h[x_] = 0O}

Switchto fu.m::ufxl; E

Input = Clear[f, g, h, ¥1:

{flv_1 = 0., gly_] = 0, hly_] = 0O}

Example: Define the two functions flx]=x +6 and g[x]= e

Hote: Blue and orange characters may appeat in your input.

Switchto func of fl;

Input & Clear[Ef, Eg, Eh, x];
{Ef[x_] = » BEglx_] = » Eh[x_ ] = 0O}

{6+ x, x%, O} b

Abbildung 18: Im Help Browser kann interaktiv gerechnet werden, hier wird es am Beispiel

Def Cumnves |

von demonstriert.

Go back

Uber den Hyperlink , der sich am Ende jeder Button-Eazkling befindet, kommt

man wieder zurék zur Ubersicht. Diese Sprungmglichkeit zwischen debbersicht und den
einzelnen Button-Beschreibungen wurde intern dugefiTagsermaglicht. Diese werden je-

doch dem Beutzer nicht angezeigt.

Der Vorteil dieser VerlinkungiiRert sichdi den Schler in einer Zeitersparnis, da er nicht erst
nach dem problemverursachenden Button suchen muss. Durch das Anklicken eines Buttons in

derUbersicht wird er zielgenau und direkt an die richtige Stelle weitergeleitet.
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Samtliche Variablen, die in der Hilfe eine \@nderung von im Arbeitsblatt verwendeten Va-
riablenwerten bewirken wrden, werden durch ein Voranstellen eines Grof3buchstabendi” (f
Example) veandert. Die so modifizierten Variablen werden vom Rechner als eigeaigié,

neue Variablen behandelt und es kann zu keinen Konflikten la¢éesgrm Fortsetzen im Arbeits-

blatt kommen. Diese Vorsichtsmalinahme wurde einheitlich in allen auftretenden Beispielen der
Hilfe durchgetihrt.

Tools, Notehook, Links .
Der Hyperlink neben delUbersicht (siehe auch Abb.17)

bietet weiters eine allgemeine Beschreibung der restlichen Teile einer Palette. Zu diesem Zweck

wird ein eigenes Fenster giiet.

Am Beispiel defFlache zwischen KurvelRalette kann man auch einen weitere Beitrag zur Mi-

nimierung der Buttonanzahl beobachtenu€kt'der Schler z.B. der M - Button,

so wird die in Abb. 19 ersichtliche Zelle gepastet, d.h. im Arbeitsblatt an der Cursorposition
gesetzt. Die Eingabeaufforderung eadthéinen Umschaltbutton (Toggle-Funktion), der nach
Betitigung die zweite Eingabesglichkeit anbietet.

Svwitchto func of rl;

Input = clear[f, g, h, x];

{f[x_] = 0, glx ] = 0, h[x_] = 0O}
Switch to func of x|;

lhput = Clear[f, g, h, ¥];
{flv | = cglv ] = hly_]1 = O}

Abbildung 19: In diesem Fall wird die Eingabeaufforderung nach der Variabtaw. y aus-

gewahlt.

Auf diese Weise kann man eingRunctions— Button zwei Eingabeaufforderungen zuweisen,
wobei man eine (die wichtigere oder gabchlichere) standardafiig pastet und die zweite nur

bei Bedarf verwendet. Dieses Vorgehen ist besonderatydichen Operationen oder inhaltlich
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verwandten Aufgaben gut anwendbar. Dardins Entwickler wichtigste Aspekt ist jedoch, dass

die Anzahl der Buttons so aglichst gering gehalten wird.

8.5 Kopfteil des Help Browsers

In einer eigenen Datei, den sogenanriBeowser Categoriesverden die Zugriffsbestimmunn-

gen und damit die interne Verschachtelung des Help Browsers geregelt. In den Browser Cate-
gories wird auch der Kopfteil des Help Browsers definiert, der bereits in Abb. 17 auf Seite 103
ersichtlich war, der aber nun in der folgenden Grafik noch einmal getrennt von deahfuist”

gen der Hilfe abgebildet ist.

£ Help Browser o [m] 1
MO Area between Curves Back |

" Built-in Functions & Add-ons " The Mathematica Eook
" Getting Started/Demos € Other Information ™ Master lndex

Standard Packages L ;l Indefinite Integral L ;I Area betvween Curves
MathLink Library L Definite Integral L Yalumes

CoSTave J Mumerical Integration J Arc Length

mizth Deskiop (WMD) L =urfaces

Bazic Functions (MOB)  + D AMCED

Differentiation (MO Diff) *

Irtegration (hiCr Integr)  + Tran=formation 3 ;I

Abbildung 20: Kopfteil des Help-Browsers mit dem Mefiir die Navigation in der Hilfe

Die vier Fenster im unteren Bereich stellen unterschiedliche hierarchische Ebenenind&ten”™
Ganz links befindet sich diedchste Stufe und hier entdeckt man unter anderem auch das mar-
kierte Integrations - Modul. Die Verbindung zu Area-between-Curveswéiliber das Kapitel

Geometryund ist in diesem Fall auch dunkel unterlegt.
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8.6 Zugriff auf die mathematischen Inhalte der Buttons im Help Browser

Das typische Vorgehen bei der Erarbeitung eines neuen Stoffgebietes sieht folgendermalen aus.
Der Lehrer erldiit das mathematische Konzept an der Tafel. AlaBeging khnen bereits, so-

weit vorhanden, die Movies herangezogen werden. Dad\aidematicaAnimationen, die mit

Hilfe einer Bildabfolge einen mathematischen Sachverhalt anschaulich darstellen.

Beispiele, die die Theorie untermauern, werden vom Lehrer und teilweise auchasdigst”

von den Schilern mit der Hand gerechnet. Ist die Theorieentwicklung soweit abgeschlossen,
erfolgt das Arbeiten mit den neuen Paletten und Arbeatsdtii. Der Umgang mit den But-

tons soll gebt und die Aufarbeitung der mathematischen Inhalte soll denul8chértraut
werden. Erkdirungen und Beschreibungen der einzelnen Buttons sollen auch schriftlich in das
Schulibungsheft notiert werden.

Die zuvor handisch gerechneten Beispiele sollen an dieser Stelle auch mit dem Reclosér gel”
werden. Bei Unklarheiten soll immer noch der Lehrer unteegtrid eingreifen, aber der Sdar

soll hier bereits auf den Help Browser aufmerksam gemacht werden. Ziel ist es, déerSet”
selbstindige Konfliktbsung vorzubereiten. Das Help Browser — System soll bei auftretenden
Eingabeproblemen und Unklarheiten in der Handhabung der Buttons als Nachschlagewerk und
sachlicher Ratgeber dienen. Im Unterschied zu anderen Online-Hilfen kann man in diesem Help
Browser interaktiv arbeiten und Rechnungen dunbinén.

Jede Palette beinhaltet im unterstenks-Teil einen Button, der ein Fragezeichen aufweist.

Abbildung 21: Das ? inkinks-Teil einer Palette ruft den Help Browser auf

Klickt man auf diesevH — Button, so wird auf den Help Browser zugegriffen und ein weite-

res Fenster kommt zum Vorschein. Die Grafik auf deshsten Seite zeigt dieses Fensterdié

Hilfe von Flache zwischen Kurvedie Angaben, zu den in der Hilfe ausirlich beschriebenen

und schrittweise durchgerechneten Beispielen, entsprechen jenen Musterbeispielen, die auch in

den Arbeitskbdittern herangezogen werden.
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—imix

IMDI Area between Curves Back |

™ Built-in Functions * fdd-ons " The Mathematica B ook
" Getting Started/Demas € Other Infarmation " Master Index
Standard Packages  » ;I Inclefinite Integral * ;I Area bhetween Curves
mathLink Library * Definite Integral 4
CESSave [ Mumerical Integration *
i@th Deskiop (MDY #
Basic Functions (MDB O L ED
Differertistion (MD Dif »
Integration (WD Intear) ¥ il T T Ta ) r ;I
IInput 'l Hl%ll Ig_élélél ‘l |1DD%]'
ry
MD HELP Geometry —
Areabetween Curves
Functions
Def Curves |
Flot Curves
Intersect
P oti-o)
Tools, Notehook, Links

Def Curves | lets you define the functions. With a toggle button you are
able to switch from function of x to function of v.

Switchto funcof rl;

Input & clear(£, g, h, x1:

{£[*_] = O, g[x_] =0, h[x_ ] =0}

Abbildung 22: Neues Fenster beim Aufruf des Help Browsers

Prinzipiell gibt es noch zwei weitere dgjlichkeiten, um den Help Browser aufzurufen:

In der Kopfleiste vorM@th Desktopnuss man das Drop-dowiielp aktivieren und nach jenem
Modul suchen, in dessen Themenbereich dasugeatite Kapitel einzuordnen istuFtinser
Beispiel “Flache zwischen Kurven® nsste man also weiter in das ModMID Integr’ und dort

nach eben diesem Titel suchen. Ist einem die exakte Luggeit eines Themas nicht klar, so
gernugt es bereits den Themenbereich auf ein Modul einzugrenzen, da schon in den jeweiligen

InhaltsangabenT@ble of Contendssdmtliche Lerneinheiten angdfit sind.
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Nachwort

Bei Recherchenui'meine Diplomarbeit bin ichber viele interessante, wissenswerte und auch
lustige Details gestolpert, die oft nur am Rande dén Inhalt dieser Arbeit bedeutend waren.
Ich méchte aber nun abschlieRend die Gelegenheit nutzen, um einige witzige uaBigast”
Bemerkungen und Zitate, die Mathematik betreffend, aumagi.

Bei allen Lesern bedanke ich mictrfihr Interesse und ihr Durchhaltevesgen und wihsche

noch ein wenig Frohsinn!

Es gibt Dinge, die den meisten Menschen unglaublich erscheinen, die nicht

Mathematik studiert haben.

Archimedes von Syracus (287 — 212 v.Chr.)

Nicht etwa, dass bei gbosserer Verbreitung des Einblickes in die Metho-
de der Mathematik notwendigerweise viel mehr Kluges gesagt wde als

heute, aber es wide sicher viel weniger Unkluges gesagt.

Karl Menger (1902 — 1985)
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Die Mathematik ist dem Liebestrieb nicht abtraglich.

Paul Mobius (1853 — 1907), Irrenarzt
(NICHT: August F. Mbbius - der Mathematiker)

Es ist unglaublich, wie unwissend die studierende Jugend auf Universiten
kommt, wenn ich nur 10 Minuten rechne oder geometrisiere, so scéft 1/4

derselben sanft ein.

Georg Christoph Lichtenberg (1742 — 1799)

Von allen, die bis jetzt nach Wahrheit forschten, haben die Mathematiker
allein eine Anzahl Beweise finden &nnen, woraus folgt, dass ihr Gegen-

stand der allerleichteste gewesen seinumsse.

sowie

Alles was lediglich wahrscheinlich ist, ist wahrscheinlich falsch.

Rene Descartes (1596 — 1650)
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Wer die erhabene Weisheit der Mathematik tadelt, hrt sich von Verwir-

rung.

Leonardo da Vinci (1452 — 1519)

Gott existiert, weil die Mathematik widerspruchsfrei ist, und der Teufel

existiert, weil wir das nicht beweisen lbnnen.

Andre Weil (1906 — 1998)

Die Mathematik ist eine wunderbare Lehrerin fur die Kunst, die Gedanken

zu ordnen, Unsinn zu beseitigen und Klarheit zu schaffen.

Jean-Henri Fabre (1823 — 1915)

Manche Menschen haben einen Gesichtskreis vom Radius Null und nennen

ihn ihren Standpunkt.

David Hilbert (1862 — 1943)
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Die Furcht vor der Mathematik steht der Angst erheblich naher als der

Ehrfurcht.

Felix Auerbach (1856 — 1933)

Du wolltest doch Algebra, da hast du den Salat.

Jules Verne (1828 — 1905)

Er ist ein Mathematiker und also hartnackig.

Johann Wolfgang von Goethe (1749 — 1832)

Diese und weitere Zitate zur Mathematik finden Sie im Internet unter:

http://www.mathematik.ch/index.htmi

http://www.mathe.tu-freiberg.de/ hebisch/zitate.html
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