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Kapitel 1

Einiges aus der
Mengenlehre

1.1 Mengen und Mengenoperationen

Grundlegend fiir den Aufbau der Mengenlehre ist die Relation ,€*. Fiir zwei Objekte a, M
gilt entweder a € M oder a ¢ M (in Worten: a ist Element von M bzw. a ist nicht Element
von M). Steht fiir jedes a fest, ob a € M oder a ¢ M gilt, so nennen wir M eine Menge.

M sei eine Menge. Ist P ein Priadikat (= Eigenschaft), das genau dann fiir ein Objekt
zutrifft, wenn a € M gilt, so schreiben wir

M = {a | P ist fiir a richtig},

d.h. M ist die Menge aller Objekte mit der Eigenschaft P. Man beachte, dass M bereits als
Menge angenommen wurde. Es ist naheliegend, fiir ein beliebiges Priadikat ) anzunehmen,
dass die Menge aller Objekte, fiir die das Priadikat @ zutrifft, existiert. Dass dies falsch ist,
zeigt das folgende Beispiel (bekannt unter dem Namen , Russell’sche? Antinomie“):

»a besitzt die Eigenschaft Q“ sei definiert als a ¢ a. Angenommen, es existiere
die Menge
M ={a | @ ist fiir a richtig}.

Fiir M gilt entweder M ¢ M oder M € M (d.h. M besitzt die Eigenschaft @
oder M besitzt die Eigenschaft @ nicht). Angenommen, es gelte M ¢ M, d.h.
Q gilt fiir M. Dann miifite aber (wegen der Definition von M) M € M gelten.
Gilt andererseits M € M, so gilt @ fiir M nicht, woraus M ¢ M folgt. Diese
Uberlegungen zeigen, dass fiir M weder M € M noch M ¢ M gelten kann. Dieser
Widerspruch zeigt, dass M nicht existieren kann.

Die Russell’sche Antinomie zeigt, dass man der Bildung von Mengen Einschrankungen
auferlegen muf, und dass die folgende von Georg CANTOR? gegebene Definition des Begriffes
»Menge“ zu Widerspriichen fiihrt:

Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohl unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (wel-
che die ,,Elemente® von M genannt werden) zu einem Ganzen. In Zeichen driicken
wir dies so aus: M = {m}.

Um den mit einer inhaltlichen Definition des Mengenbegriffes unvermeidlichen Schwie-
rigkeiten aus dem Wege zu gehen, wird in der axiomatischen Mengenlehre keine inhaltliche

2Russell, Bertrand Arthur William, 18. 5. 1872 — 2. 2. 1970, 1950 Nobelpreis fiir Literatur, verfolgte als Phi-
losoph das Programm, die Mathematik auf Grundlage der Logik aufzubauen, Verfasser sozialkritischer Schriften,
(en.wikipedia.ord /wiki/Bertrand_Russell).

3Cantor, Georg Ferdinand Ludwig Phillip, 3. 3. 1845 (St. Petersburg) — 6. 1. 1918 (Halle/Saale), Schépfer der Mengenlehre
(en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor).
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Definition des Mengenbegriffes gegeben, sondern es werden Axiome fiir die Relation ,,a € M*
und fiir die Bildung neuer Mengen aus gegebenen Mengen bereitgestellt. Im folgenden sind
A, B, ... meist Symbole fiir Mengen und a, b, ¢,... Symbole fiir deren Elemente. Dabei ist
jedoch zu beachten, dass eine Menge selbst Element einer anderen Menge sein kann. Wir
konnen hier nicht auf eines der existierenden Axiomensysteme der Mengenlehre eingehen
und verweisen den Leser auf die angegebene Literatur. Im folgenden werden wir es immer mit
,wohldefinierten“ Mengen zu tun haben, d.h. es wird stets entweder ,a € A“ oder ,a ¢ A“
wahr sein. Ebenso werden die angegebenen Operationen, nach welchen aus vorgegebenen
Mengen neue Mengen gebildet werden, zu keinen Widerspriichen fiihren.

Gilt ,x € A genau fiir x = a,b, ¢, ... , soschreiben wir A = {a,b,¢,...}. Durch {1, 2,3},
{2,1,3}, {2,2,1, 3} beispielsweise wird ein und dieselbe Menge definiert.

Definition 1.1. A und B seien Mengen.

a) A heifit Teilmenge von B, A C B, genau dann, wenn ein Element von A auch immer
Element von B ist. B heifit dann Obermenge von A. Die Menge A heifit echte Teilmenge
von B, A ; B, genau dann, wenn A C B gilt und mindestens ein FElement von B mnicht
Element von A ist.

b) A ist gleich B, A = B, genau dann, wenn A C B und B C A gilt, d.h. wenn o € A
dquivalent zu ,x € B“ ist (oder, was dasselbe ist, ,x ¢ A“ dquivalent zu ,x ¢ B“ ist).

Die in Teil b) gegebene Definition der Gleichheit zweier Mengen tritt in der axiomati-
schen Mengenlehre als so genanntes Extensionalitédtsaxiom auf und bedeutet, dass eine Menge
alleine dadurch bestimmt ist, welche Objekte sie als Elemente enthélt. Auch die folgende Be-
hauptung ist bei axiomatischem Aufbau der Mengenlehre entweder ein Axiom oder ein Satz:

Ist M eine Menge und ist P ein Préadikat, so existiert eine Teilmenge A von M,
deren Elemente genau jene x € M sind, welche die Eigenschaft P besitzen. Wir
schreiben dafiir:

A ={x € M | z besitzt die Eigenschaft P}.

Man beachte den Unterschied zur Cantor’schen Mengendefinition, in der fiir ein beliebiges
Préadikat P die Existenz einer Menge M behauptet wird, fiir die ,« € M“ genau dann wahr
ist, wenn z die Eigenschaft P besitzt.

Insbesondere existiert zu einer Menge M stets die Teilmenge 0y = {x € M | = # x},
die leere Teilmenge von M. Fiir beliebige Objekte x gilt = ¢ (s: Ist x ¢ M, so gilt auch
x & Opr (weil Oy C M). Ist z € M, so ist @ # z falsch, d.h. es gilt = ¢ ().

Es seien nun 057, und 0z, die leeren Teilmengen von zwei Mengen M; und Ms. Fiir
beliebige Objekte x gilt sowohl x & 0y, als auch x & 0y, . Dies bedeutet insbesondere = ¢ (),
ist dquivalent zu = ¢ 0y, also 0p, = 0ps, nach Definition 1.1, b). Die folgende Definition ist
daher sinnvoll:

Definition 1.2. Die Menge ) mit x ¢ () fiir alle = heifit die leere Menge.
Die obigen Uberlegungen zeigen () C M fiir beliebige Mengen M.

Definition 1.3. a) AN B :={z |z € A und x € B} heifst der Durchschnitt von A und B.
Die Mengen A und B heiffen genau dann disjunkt oder elementefremd, wenn AN B = ()
1st.

b) AUB :={z | x € A oder v € B} heifit die Vereinigungsmenge von A und B. (Die
Existenz von AU B muf in der aziomatischen Mengenlehre durch ein Aziom oder einen Satz
gesichert werden.)

c) A\B:={z |z € Aundz ¢ B} heifst die Differenzmenge von A und B. Die Menge
(A\ B)U (B\ A) heifit die symmetrische Differenz von A und B.
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d) Es sei B C A. Die Menge C4B := A\ B heifit das Komplement von B in A.

Es gelten die folgenden Regeln:
ANA=A AUA=A (Idempotenz),

(ANB)NC =ANn(BNC),
(AUB)UC =AU (BUC) (Assoziativitit),

ANB=BNA, AUB=BUA (Kommutativitit),
AN(AuB)=A, AU(ANB)=A (Adjunktivitét),

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AuUC) (Distributivitit),

AND=0, AUD=A,
ACB < ANB=A «<— AUB=18B.

In den folgenden Regeln sei A C C' und B C C:

CC(A NDB) = BcA @) BcB,
Cc(AuB) =CcANCeB  (De Morgansche* Regeln),

AcC B < [cB cCeA,
Co(Cod) = A.
Definition 1.4. Die Menge P(A) :={B | B C A} heifit die Potenzmenge von A.

In der axiomatischen Mengenlehre wird die Existenz der Potenzmenge als Axiom postu-
liert.

Definition 1.5. a) A;, i = 1,...,n, seien nicht-leere Mengen. Fir a; € A;, i = 1,...,n,
bezeichnet (a1, as,. .., a,) das geordnete n-Tupel mit a; als i-tem Element. Fiir n = 2 heifst
(a1,a2) das geordnete Paar mit ay als erstem und ay als zweitem Element.
b) (a1,...,am) sei ein geordnetes m-Tupel und (by,...,b,) ein geordnetes n-Tupel. Wir defi-
nieren:
(a1, ..., am) = (b1,...,by) & m=n und a;=b;, i=1,...,n.
Man beachte den Unterschied zwischen dem geordneten n-Tupel (ay,...,a,) und der

Menge {a,...,an}.
Definition 1.6. Gegeben seien die Mengen A;, i =1,...,n. Die Menge
Ay x - x Api={(a1,...,ap) | a; € 45, i=1,...,n}

heifst das cartesische Produkt von Ai,...,A,. Gilt A; = A, i=1,...,n, so schreiben wir
auch A™ an Stelle von A X --- x A
—_—

n-mal

Die oben gegebene Definition des geordneten n-Tupels erweckt den Eindruck, dass es
sich hierbei um einen neuen Begriff aulerhalb der Mengenlehre handelt. Dass dies nicht der
Fall ist, zeigen die folgenden Uberlegungen, die wir der Einfachheit halber nur fiir n = 2

‘De Morgan, Augustus, 27. 6. 1806 (Madura) — 18. 3. 1871 (London), Arbeiten zur Algebra und Logik
(en.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan).
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durchfithren. Es seien A, As nicht-leere Mengen. Fiir a1 € A; und as € Ay definieren wir

die Menge
(a1,a2) == {{a1},{a1, a2} }

und nennen sie das geordnete Paar mit a; als erstem und as als zweitem Element. Die
Gleichheit geordneter Paare mufl dann nicht definiert werden, sondern folgt aus der Gleichheit
von Mengen:

Es gilt

{{ar},{a1, a0} } = {{b2}, {b1, b2} } (1.1)

genau dann, wenn
a1 = b1 und a9 = b2. (1.2)

Beweis. Dass (1.1) aus (1.2) folgt, ist trivial. Es gelte (1.1).

Fall 1: a1 # as.

In diesem Fall gilt {a1} # {a1,a2}. Wegen (1.1) mu dann auch {b1} # {b1,b2} sein. Wére
{b1} = {b1, b2}, so miifite by = by sein. Aus (1.1) wiirde {a1, a2} € {{b1}, {b1,b2}} = {{b1}}
folgen, d.h. {a1,a2} = {b1}. Dies wiederum wiirde a; = ag = by in Widerspruch zu a; # as
ergeben. Wegen (1.1) muB {a;} = {b1} und {a1,a2} = {b1,b2} gelten, d.h. a; = by und
ag = bg.

Fall 2: a1 = as.

In diesem Fall gilt {{a1},{a1,a2}} = {{a1}}. Wegen (1.1) folgt daraus {b;} = {b1,bo} =
{al}, d.h. b1 = b2 =ai.

1.2 Relationen

Es seien zwei Mengen A und B gegeben. Unter einer Relation zwischen A und B verstehen
wir ein Pradikat R, das jedem Paar (a,b) € A x B zukommt oder nicht. Besitzt (a,b) die
Eigenschaft R, so schreiben wir a Rb (in Worten: a steht zu b in der Relation R). Ist A = B,
so sprechen wir von einer Relation auf A. Jeder Relation zwischen zwei Mengen A und B
kann man eine Teilmenge Gr C A X B zuordnen:

Gr:={(a,b) € Ax B|aRb}.
Umgekehrt entspricht jeder Teilmenge G C A x B eine Relation Rg zwischen A und B:
Fiir a € A und b € B gilt a Rg b genau dann, wenn (a,b) € G.

Eine spezielle Klasse von Relationen ist durch die so genannten Aquivalenzrelationen
auf einer Menge A gegeben.

Definition 1.7. Eine Relation R auf einer Menge A heifit A quivalenzrelation auf A, wenn
gilt:

(i) Fiir jedes a € A gilt a Ra  (Reflexivitit).
(ii) Fir beliebige a,b € A folgt aus a Rb auch bRa (Symmetrie).
(iii) Fir beliebige a,b,c € A folgt aus a Rb und bRc auch a Re (Transitivitit ).

Im Falle einer Aquivalenzrelation R schreibt man oft ,,a ~ b“ an Stelle von ,,a R b“ und
spricht von der Aquivalenzrelation ,, ~
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Beispiel 1.8. A = N und a ~ b bedeute, a — b ist durch 2 teilbar. An Stelle von a ~ b
schreibt man a = b(mod2). ¢

Beispiel 1.9. A sei die Menge der gerichteten Strecken p¢ im R? bzw. im R3. p1q1 ~ p2 g5
bedeute, p1 ¢ kann durch eine Parallelverschiebung in ps g2 iibergefithrt werden. ¢

Beispiel 1.10. A sei die Menge aller Dreiecke A im R?. A; ~ Ay bedeute, A; und A, sind
dhnlich. O

Es sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Fiir beliebiges a € A heift die Teilmenge K (a) :=
{b € A| aRb} die Aquivalenzklasse von a. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass fiir
Aquivalenzklssen die folgenden Aussagen gelten:

a € K(a) fir alle a € A. (1.3)
aRb <— K(a) = K(b). (1.4)
K(a)NK(b) #0 < K(a) = K(b). (1.5)

Bewets. Die Aussage (1.3) folgt unmittelbar aus der Reflexivitét von R. Beziiglich der Aus-
sage (1.4) bemerken wir zunichst, dass aus K(a) = K(b) vermittels (1.3) b € K(a) folgt,
d.h., es gilt a Rb. Gilt umgekehrt a Rb und ist ¢ € K(a), so folgt zundchst a R c. Wegen der
Transitivitét folgt weiter b R ¢ (beachte, dass wegen der Symmetrie b Ra gilt), d.h., ¢ € K(b).
Damit ist K(a) C K(b) gezeigt. Analog zeigt man K(b) C K(a). Also gilt K(a) = K(b).
Damit ist (1.4) bewiesen.

Bei der Aussage (1.5) ist die Implikation ,,<="* trivial. Um die Implikation ,—“ zu
beweisen, nehmen wir an, dass K(a) N K(b) # (0 sei. Es gibt also ein ¢ € A mit a Rc und
b Rc. Auf Grund der Symmetrie und Transitivitdt von R folgt a Rb. Wegen (1.4) bedeutet
dies K(a) = K(b). O

Wir bezeichnen mit Kr := {K(a) | a € A} die Menge aller aller Aquivalenzklassen von
R. Aus den Aussagen (1.3) — (1.5) folgen unmittelbar die folgenden Eigenschaften von Krg:

Ist A # () und R eine Aquivalenzrelation auf A, dann gilt:

(i) K # 0 fiir alle K € Kp.
(ii) K1 # Ky — KiNKy= 0 fir K1, Ky € Kp.
(i) A=Ugex, K°

Definition 1.11. Es sei A # 0 und K C P(A). K heifit eine Klasseneinteilung oder
Partition von A, wenn fir KC die Eigenschaften (i) — (iii) von oben gelten. Fir K € KC heifit
jedes Element a € K ein Reprdsentant der Klasse K. Fine Teilmenge V von A heifit ein
vollstindiges Reprdsentantensystem fiir IC, wenn V zu jedem K € K genau ein Element
a € K enthdilt und sonst keine Elemente von A.

Wie wir gesehen haben, bilden die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation R auf
einer nichtleeren Menge eine Klasseneinteilung dieser Menge. Wenn umgekehrt eine Klassen-
einteilung K von A # () gegeben ist, so wird durch

an~b a,be K firein K e K

eine Aquivalenzrelation ,, ~ ¢ auf A definiert (Beweis als Ubung).
Fine weitere wichtige Klasse von Relationen ist durch die Ordnungsrelationen gegeben.

Definition 1.12. R sei ein Relation auf der Menge A. R heif$t genau dann ein Ordnungs-
relation auf A, wenn gilt:

S
5 Kexp K= {a | Es existiert ein K € Kr mit a € K}.
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(i) Es gilt aRa fir alle a € A (Reflexivitit).
(ii) Fir alle a,b € A gilt: aRb und bRa <= a=0b.
(iii) Fir alle a,b,c € A gilt: aRb und bRc <= aRc (Transitivitdt).
R heifit eine Totalordnung oder lineare Ordnung auf A, wenn zusdtzlich gilt:
(iv) Fir alle a,b € A gilt aRb oder bRa.

Die Menge A heif§it eine geordnete Menge bzw. total geordnete Menge, wenn auf A eine
Ordnungsrelation bzw. eine Totalordnung definiert ist.

Beispiel 1.13. Es sei A = R und aRb bedeute a < b. Dann ist R eine Totalordnung auf R.
O

Beispiel 1.14. Es sei M eine Menge. Fiir beliebige Teilmengen A, B von M erklaren wir

ARB <= ACB.
Dann ist R eine Ordnungsrelation auf der Potenzmenge P von M, aber im allgemeinen keine
Totalordnung. ¢

1.3 Abbildungen

Es seien X und Y nicht-leere Mengen. Unter einer Abbildung von X nach Y versteht man
eine Vorschrift f, die jedem z € X genau ein y € Y als Bild zuordnet, y = f(z). Man
verwendet die Schreibweise

f:X—=Y,
x|—>f(:L')GY.

Die Menge X heifit der Definitionsbereich von f, wihrend Y der Bildbereich oder Wer-
tebereich genannt wird.
Jeder Abbildung f : X — Y kann eine Teilmenge Gy C X X Y zugeordnet werden:

Gr={(z,y) € X xY |y = f(a)}.

Die Menge G heifit der Graph der Abbildung f. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass eine
Teilmenge G C X X Y genau dann Graph einer Abbildung f¢ ist, wenn gilt:

1. Fiir alle z € X existiert ein y € Y mit (z,y) € G.
2. Aus (z,y1) € G und (z,y92) € G folgt y1 = yo.

Die Abbildung fq ist wie folgt definiert: fg(x) = y, wobei y das eindeutig bestimmte Element
in Y ist mit (x,y) € G. Der Graph von fg ist durch G gegeben. Umgekehrt ist die durch G ¢
definierte Abbildung wiederum f:

fo =f und Gy, =G.

Es besteht somit eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen Abbildungen von X nach Y und
jenen Teilmengen von X X Y, welche die Eigenschaften 1. und 2. von oben besitzen. Man
kann daher Abbildungen X — Y einfach als spezielle Teilmengen von X x Y auffassen.

Definition 1.15. Es seien die Abbildungen f : X — Y und g : X — Y gegeben. Die
Abbildungen f und g sind genau dann gleich, f = g, wenn gilt:

() X=X undY =Y.
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(i) Fiir alle x € X = X gilt f(z) = g(x).

Man beachte, dass man neben den naheliegenden Forderungen nach Gleichheit der Definiti-
onsbereiche und der Zuordnungsvorschrift auch die Gleichheit der Bildbereiche fordert.

Definition 1.16. Die nicht-leeren Mengen X, Y und die Abbildung f : X — Y seien gegeben.
a) Die Abbildung f heifst injektiv, wenn aus f(x1) = f(x2) stets x1 = x2 folgt.

b) Die Abbildung f heifit surjektiv, wenn es fir alle y € Y ein x € X gibt mit y = f(x).

c) Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Statt “Die Abbildung f ist injektiv” sagt man auch “Die Abbildung f ist ein-eindeutig”.
Anstelle von “f ist surjektiv”’ verwendet man auch “f ist eine Abbildung auf Y.

Beispiel 1.17. X und Y seien endliche, nicht-leere Mengen, d.h. Mengen mit endliche vielen
Elementen und es sei f : X — Y gegeben. Ist die Anzahl der Elemente in X und Y gleich,
so gilt:

f injektiv <= f surjektiv
O

Beispiel 1.18. X sei eine nicht-leere Menge. Die durch xz +— x, x € X definierte Abbildung
idx : X — X heifit die identische Abbildung auf X. O

Definition 1.19. Die nicht-leeren Mengen X, Y, die Abbildung f : X — Y und die Mengen
AC X, BCY seien gegeben.
a) Die Menge
fA)={f(z)|ze A} CY

heifst die Bildmenge von A unter der Abbildung f.
b) Die Menge

ffiB)={zeX|flz)eB}CcX
heifit die Urbildmenge von B unter der Abbildung f.

Ist B = {y} fiir ein y € Y, so ist f~1({y}) = {x € X | f(x) = y}. Fiir eine Menge
B CY mit BN f(X) =0 gilt f~'(B) = 0. Wir haben die zwei folgenden Aussagen, deren
Beweis eine einfache Ubung ist:

f injektiv <= Fiir alle y € f(X) ist f~'({y}) eine Menge mit nur einem Element.
f surjektiv. <= f(X) =Y.

Die Abbildung f: X — Y sei bijektiv. Wir definieren eine Abbildung g : Y — X durch
die Vorschrift: Fiir y € Y definieren wir

g(y) =z, wobei z € X ein Element mit f(x) =y ist.

Die Abbildung g ist wohldefiniert. Denn wegen der Surjektivitit von f existiert zu jedem
y €Y einz € X mit f(xr) = y und wegen der Injektivitdt von f ist dieses x eindeutig
bestimmt. Die Abbildung g heifit die zu f inverse Abbildung, g = f~.

Beispiel 1.20. Essei f : X €Y injektiv, aber nicht surjektiv, d.h. f(X) C Y. Wir definieren
eine Abbildung f : X — f(X) durch f(z) = f(z) fiir alle z € X. Dann ist f bijektiv und
besitzt somit eine inverse Abbildung f~!, wihrend zu f keine inverse Abbildung existiert.
Dies zeigt, dass fiir eine Abbildung f nicht nur die Angabe des Urbildbereiches X und der
Zuordnungsvorschrift « — f(z) wichtig ist sondern auch die Angabe des Bildbereiches Y. ¢
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Es seien die Abbildung f : X — Y und eine Teilmenge A C X gegeben. Unter der
FEinschrdnkung von f auf A verstehen wir die Abbildung f ‘ 4t A—Y, die durch f } A (x) =
f(z), z € A, definiert ist.

Es ist wichtig zwischen der Bildung des Urbildes f~!(-) und dem Bild f~!(-) eines
Elementes unter der inversen Abbildung zu f zu unterscheiden. Wenn das Argument von f~!
eine Teilmenge B C Y ist, bedeutet f~!(B) die Urbildmenge von B. Wenn das Argument
von f~! ein einzelnes Element y € Y ist, setzen wir voraus, dass die inverse Abbildung zu f
existiert, und verstehen unter x = f~!(y) das Bild von y unter der Abbildung f~!. In diesem
Fall ist dies von f~'({y}) = {2} zu unterscheiden.

Definition 1.21. Es scien X, Y und Z nicht-leere Mengen und f : X — Y, g:Y — Z
Abbildungen. Die durch h(x) = g(f(x)), v € X, definierte Abbildung X — Z heifit das
Kompositum der Abbildungen f und g, h=go f

Satz 1.22. Es seien die nicht-leeren Mengen X, Y, Z, W und die Abbildungen f: X — Y,
g:Y > Z, h:Z— W gegeben. Dann gilt:

a) Esistho(gof)=(hog)of.

b) Es gilt foidx = f undidy o f = f.

c) Ist f invertierbar, so gilt

flof=idx wund fof™'=idy.

Beweis. Die Aussage a) folgt unmittelbar aus der Definition des Kompositums: Fiir alle
z € Xist (ho(gof))(x) =h((gof)(z)) = h(g(f(x))) und ((hog)o f)(z) = (hog)(f(z)) =
h(g(f(x))).

Die Aussagen unter b) sind unmittelbar einsichtig. Die Aussagen unter c) folgen direkt
aus der Definition der inversen Abbildung. 0O

Eine Charakterisierung von Injektivitdt und Surjektivitét (und damit auch Bijektivitét)
gibt der folgende Satz:

Satz 1.23. Es seien die nichi-leeren Mengen X, Y, Z und die Abbildungen f : X — Y,
g:Y — Z gegeben. Dann gilt:

a) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung h : Y — X gibt mit ho f = idx.

b) Sind f und g injektiv, so gilt dies auch fiir go f.

d

)
)
c) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung h:Y — X gibt mit foh = idy.
) Sind f und g surjektiv, so gilt dies auch fir go f.

)

f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung h :' Y — X gibt mit ho f = idx und
foh=idy. Falls diese Bedingung erfillt ist, gilt h = f~".

[§]

f) Ist f invertierbar, so auch f~1 und es gilt (f~1)~! = f.

g) Sind f und g invertierbar, so auch go f und es gilt

(gof)y~t=fog™h
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Bewets. a) Es sei f(x1) = f(x2) fir x1,22 € X. Dann gilt 1 = (ho f)(z1) = h(f(x1
= (ho f)(x2) = h(f(x2)). Andererseits folgt aus f(z1) = f(x2) sofort h(f(x1)) = h(f(z

und somit x; = x9, d.h. f ist injektiv.
Es sei nun f injektiv. Mit einem beliebigen Element xy € X setzen wir

g — {0 alls y # FX).
x, wobei z € X gewdhlt wird mit y = f(z), falls y € f(X).

)) und
2))

Man beachte, dass fiir y € f(X) das Element 2 € X mit f(z) = y eindeutig bestimmt ist.
Man priift leicht nach, dass h o f = idx gilt.

b) Es seien f und g injektiv. Nach a) existieren Abbildungen h; : Y — X und hy : Z — Y
mit hy o f =idx und hs o g = idy. Dann gilt, fiir h=hio0hy : Z — X,

ho(gof)=hio((hgog)og)=hyo(idyof)=hiof=ridy,

d.h. die Abbildung g o f ist injektiv.

c) Es sei y € Y gegeben. Dann ist y = f(g(y)), d.h. y = f(z) mit 2 = g(y). f ist somit
surjektiv.

Es nun umgekehrt f surjektiv. Daraus folgt, dass f~({y}) # 0 fiir alle y € Y. Fiir jedes
y € Y wihlen wir ein Element h(y) € f~1({y}). Die durch y — h(y) definierte Abbildung
Y — X erfilllt foh =1idy.
d) Der Beweis fiir die Aussage d) des Satzes ist analog dem fiir die Aussage b) gegebenen
Beweis.

e) Existiert eine Abbildung A : Y — X mit ho f =idx und f oh =idy, so ist f wegen der
bereits bewiesenen Aussagen a) und c) sowohl injektiv als auch surjektiv und daher bijektiv.
Ist f bijektiv so existieren wegen a) und ¢) Abbildungen hj, hg : Y — X mit

hiof=1idxy und fohy=/1idy. (1.6)

Da f bijektiv ist existiert die inverse Abbildung f~!:Y — X. Aus (1.6) folgt daher h; =
(hiof)o f~t=idx o f~' = f~!. Analog siecht man hy = f~!. Somit ist hy = hy = f~ 1.

f) Ist f invertierbar, so folgt aus Satz 1.22
flof=idx und fof!'=idy.

Aus Aussage e) mit h = f folgt, dass f~! invertierbar ist und (f~!)~! = f gilt.

1

g) Setzen wir h = f~1 o g1, so folgt

(gof)oh=1idx wund ho(gof)=1idgz.

Aus Aussage e) fiir folgt, dass die Abbildung g o f bijektiv und somit invertierbar ist. Ferner
gilt (go f) "' =h=f"log . O

Abbildungen spielen auch eine wichtige Rolle, wenn man Mengen in Hinblick auf die
Anzahl ihrer Elemente vergleichen will.

Definition 1.24. A und B seien nicht-leere Mengen.

a) A und B heiffen gleich-mdchtig genau dann, wenn es eine bijektive Abbildung f : A — B
gibt.

b) Die Menge A heif$t endlich genau dann, wenn fir einn € N die Mengen A und {1,...,n}
gleich-mdchtig sind. Die Menge A heifit unendlich genau dann, wenn sie nicht endlich ist.

c) Die Menge A heifit abzdhlbar unendlich genau dann, wenn A und N gleich-mdchtig
sind.
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d) Die Menge A heifit abzdhlbar genau dann, wenn A endlich oder abzihlbar unendlich ist.

_ Ist S eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, so ist die Gleichméchtigkeit eine
Aquivalenzrelation auf S.

Beispiel 1.25. Die Menge Ny = N U 0 ist abzéhlbar unendlich. Die durch f(n) = n + 1,
n € Ny definierte Abbildung f : Ng — N ist bijektiv. ¢

Beispiel 1.26. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzéhlbar unendlich. Eine bijektive Ab-
bildung ¢ : Z — Ny wird durch

(k) = 2k, fir &k > 0,
T =\ 2k — 1, fir k < 0.

definiert. Mit f aus Beispiel 1.25 ist f o g eine bijektive Abbildung Z — N.

Beispiel 1.27. Ist A # () Teilmenge einer abzihlbaren Menge M, so ist A ebenfalls abzihl-
bar. Laut Annahme iiber M existiert eine bijektive Abbildung M — N.

Fall 1: f(A) ist endlich. Dann ist auch A endlich, da f |4 eine bijektive Abbildung A — f(A)
ist.

Fall 2: f(A) ist unendlich. Auch hier ist f |4 eine bijektive Abbildung A — f(A). Als Teil-
menge von N besitzt f(A) ein kleinstes Element n; € N. Die Menge f(A) \ {n1} ist nicht
leer und besitzt ein kleinstes Element ne > nq in N. Auf diese Weise fortfahrend erhilt man
Elemente n; < ng < --- in N. Fiir jedes ng ist die Menge f(A) \ {n1,...,nx} nicht-leer, da
andernfalls f(A) endlich wére. Somit existiert stets ein ng41 > ng. Es ist

F(A) = {ng | k € N}.

Auf Grund der Konstruktion ist klar, dass {nj | k € N} C f(A) gilt. Es sei m € f(A)
gewéhlt. Da stets ng < ngq gilt existiert ein kg mit m < ng,. Auf Grund der Konstruktion
der Menge {nk | k€ N} muss m = ny, fiir ein k < kg gelten.

Die durch k ~— nj, definierte Abbildung g : N — f(A) ist bijektiv. Somit ist g=' o f |4

eine bijektive Abbildung A — N, d.h. A ist abzdhlbar unendlich. ¢
Spéter werden wir das folgende Resultat bendtigen:
Satz 1.28. FEs seien Aq,..., A, abzdhlbare Mengen. Dann ist auch A1 X --- x A, abzdhlbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussage des Satzes zunichst fiir n = 2. Auf Grund der Voraus-
setzung iiber die Mengen A; und A ist

Alz{al,...,ag} oder Alz{al,ag,...}
Agz{bl,...,bm} oder AQZ{bl,bQ,...}.

Wir betrachten im Folgenden nur den Fall, dass A; und As unendlich sind, und ordnen die
Elemente von A x Ay in einem zweidimensionalen Schema an:
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}
/

(a1,b1) (a1,b2) (a1,b3) ai,by) ai,bs) —

.
\
AN

( (
(az,b1) (a2, b2) (a2, b3) (a2, bq) (a2, bs5)

|

(as,b1) (a3, b2) (as,bs

AN
AN
AN

~—

(a3, ba) (a3, bs5)

AN
\

(a4,b1) (a4, b2) (a4, bs) (as,ba)  (aq,bs5)

|

(as,b1)

\

—

a5,b2) ((I5,b3) ((15,54) (a5,b5)

Die Abbildung f : N — Aj X A ist in déi oben dargestellten Schema durch Pfeile angedeutet,
d-h-a f(l) = (alvbl)a f(2) = (alabQ)a f(3) = (a27b1)a f(4) = (a3abl)a ... . Esist klar, dass f
bijektiv ist. Der Fall A; endlich oder As endlich sollte nun keine Schwierigkeiten bereiten.

Der Fall n = 3 wird auf den Fall n = 2 zuriickgefiihrt, indem man beobachtet, dass ein
geordnetes Tripel (a1, as,a3) € A; X Ag x Ag auch als Paar (a1, (az,a3)) € A1 x (A2 x As)
aufgefafit werden kann. Auf analoge Weise kann man allgemein den Fall n auf den Fall n — 1
zuriickfithren. O

Ein Begriff, der spater immer wieder verwendet wird, ist der Begriff der , Familie“ von
Elementen einer Menge. Es seien J und A nicht-leere Mengen. Wir nennen eine Abbildung
J — Amit . € J+— a, € A eine Familie von Elementen aus A mit Indexrmenge J. Eine
kompakte Schreibweise dafiir ist: (aL)Le J C A

Eine Familie mit Indexmenge J = N nennt man eine Folge in A: (an) y oder (an)

ne n=12.."

Literatur:
Halmos, P.: , Naive Set Theory*, Van Nostrand, Princeton 1960.
Meschkowski, H.: ,, Hundert Jahre Mengenlehre®, dtv, Miinchen 1973.
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Kapitel 1.

Einiges aus der Mengenlehre




Kapitel 2

Vektorrechnung in der
Ebene und im Raum

In diesem einleitenden Kapitel werden einige grundlegende Konzepte der linearen Algebra
und analytischen Geometrie auf sehr anschauliche Weise eingefiithrt und diskutiert. Vielfach
wird in heuristischer Form argumentiert und Bezug auf geometrische Anschauung genom-
men. Es wird beispielsweise in diesem Kapitel nicht versucht, eine Definition der euklidischen
Riume R? oder R? zu geben. Auf diese Weise soll dem Anfinger der Einstieg in die abstrak-
te Behandlung des Stoffes, wie sie notwendigerweise in den spéteren Kapiteln erfolgen muf,
erleichtert werden. Dem Leser wird dringend empfohlen, wéhrend des Studiums der spéteren
Kapitel immer wieder die Darstellung des Stoffes dort mit der Darstellung in diesem Kapitel
zu vergleichen.

2.1 Vektoren, Vektoraddition und skalare Multiplikation

Im folgenden bezeichnen P,(,... Punkte im R? bzw. R3. Unter der gerichteten Strecke
von P nach @ verstehen wir das geordnete Paar (P, Q)). Geometrisch werden wir die gerichtete
Strecke (P, Q) durch einen von P nach @ fithrenden Pfeil veranschaulichen:

"

Zwei gerichtete Strecken (Py, Q1) und (P, Q2) heiflen verschiebungsgleich, (P, Q1) ~
(P2,Q2), wenn es eine Parallelverschiebung gibt, die P; in P; und @2 in @ iiberfiihrt.

Q1 Q2

P Py

Man priift leicht nach, dass ,verschiebungsgleich“ eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der gerichteten Strecken ist. Zu dieser Aquivalenzrelation gibt es eine Klasseneinteilung der
Menge der gerichteten Strecken in Aquivalenzklassen.

Definition 2.1. Unter einem Vektor (im R? oder R3) verstehen wir eine Aquivalenzklasse
gerichteter Strecken. Wir bezeichnen Vektoren meist mit Kleinbuchstaben. Ist a ein Vektor

—
und (P, Q) ein Reprdsentant von a, so schreiben wir a = P Q).

13
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Unmittelbar einzusehen ist, dass den Vektoren im R? bzw. R3 eindeutig die Parallelver-
schiebungen des R? bzw. R? entsprechen.

Als Norm eines Vektors a definieren wir die Lénge eines beliebigen seiner Reprasentan-
ten:

|la]] = Lénge von (P, Q), wobei a = ]_D—@)

Diese Definition ist sinnvoll, da offensichtlich alle Reprédsentanten des Vektors a dieselbe
Lénge haben.

In der folgenden Definition erklaren wir eine algebraische Operation in der Menge der
Vektoren (im R? bzw. R3) | die wir als Addition auffassen:

Definition 2.2. a und b seien Vektoren im R? bzw. R3. Unter der Summe ¢ = a+ b von a
und b verstehen wir jenen Vektor c, der wie folgt konstruiert wird:
—
Sind (P,Q) und (R,S) Reprisentanten von a bzw. b, so ist ¢ = PT, wobei in der
Zeichnung (Q,T) jene gerichtete Strecke ist, die man erhdlt, indem man die Strecke (R,S)
so parallelverschiebt, dass der Punkt R in den Punkt Q dbergefihrt wird.

Man macht sich leicht klar, dass die oben gegebene Definition der Summe zweier Vek-
toren unabhéingig von der speziellen Wahl der Représentanten ist. Wir werden daher meist
Représentanten der Form (P, Q) und (Q,S) fir a bzw. b wéhlen. (P,S) ist dann ein Re-
prasentant des Summenvektors.

Auf Grund der geometrischen Konfiguration sagt man, dass die Vektoraddition entspre-
chend der Parallelogrammregel erfolgt.

Die Vektoraddition ist kommutativ, d.h. fiir je zwei Vektoren gilt:

at+b=b+a.

Dies entnimmt man sofort der folgenden Zeichnung®:

5Im folgenden werden wir hiufig in den Zeichnungen Représentanten als Vektoren bezeichnen.
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b+ a

a+b

Die Vektoraddition ist assoziativ, d.h. fir je drei Vektoren gilt:

a+(b+c)=(a+b)+ec.

(a+b)+c

=a-+(b+c) '
b

Der durch einen beliebigen Punkt P bestimmte Vektor o = P P heift Nullvektor-.

Fiir beliebige Vektoren a gilt offensichtlich:

at+o=o0+a=a. (2.1)

Es gibt keinen anderen, von o verschiedenen Vektor o/ mit dieser Eigenschaft, d.h. o ist
eindeutig durch (2.1) bestimmt. Dies kann man bereits beweisen, ohne die Definition von
Vektoren zu benutzen:

Aus o+0 =0 und o+0 =0 folgt o=0.

— —
Ist a=PQ und b = Q P, so gilt offensichtlich a + b = b+ a = 0. Damit haben wir gezeigt:

Zu jedem Vektor a existiert ein Vektor —a mit der FEigenschaft

a+(—a)=(—a)+a=o. (2.2)
—a heifit der zu a negative Vektor. Statt b + (—a) schreiben wir meist b — a. Der Vektor
—a ist eindeutig durch (2.2) bestimmt. (Es sei b ein zweiter Vektor mit der Eigenschaft (2.2).
Dann ist a + b = o und daher —a = (—a) + (a +b) = (—a+a) + b = 0 + b = b. Hier wurden
(2.1) und das Assoziativgesetz benutzt.) Aus (2.2) folgt unmittelbar

—(—a) = a.

Zusammengfassend kénnen wir feststellen, dass die Vektoraddition kommutativ und
assoziativ ist. Ferner gibt es ein neutrales Element, den Nullvektor, und zu jedem
Vektor a den negativen Vektor —a.

Diesen Sachverhalt kann man auch kurz wie folgt ausdriicken (siche Abschnitt 4.1):

Die Menge der Vektoren im R? bzw. im R® bildet eine abelsche” Gruppe.

7 Abel, Niels Henrik, 5. 8. 1802 (Finngy bei Stavanger) — 6. 4. 1829 (Eisenwerk Froland bei Arendal), Beitrige zur Algebra,
algebraische Funktionen, elliptische Funktionen, Integrale (en.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel).
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Auf Grund der Assoziativitit und Kommutativitéit gilt beispielsweise:
—(a+0b) = (—a) + (-b). (2.3)
Dies folgt aus ((—a)+ (=b)) + (a+b) = ((=b)+ ((—a)+a)+b) = (=b)+o0o+b=(-b)+b=0

und der eindeutigen Bestimmtheit des negativen Elementes.

Ist a eine reelle Zahl und a ein Vektor, so kénnen wir den Vektor aa wie folgt
definieren:

a) Es sei > 0. Ist a = F@), s0 ist aa = ]?1?%, wobei ||aal| = alla|| ist und (P, Q)
und (P, R) dieselbe Richtung haben.

llall

z—}| {Q
P Tea » R (a>1)
allall
b) Fir o =0 setzen wir
aa = o.

¢) Fiir o <0 definieren wir (man beachte, dass —co > 0 ist)
aa = (—a)(—a). (2.4)

Damit haben wir in eindeutiger Weise jedem Paar bestehend aus einer reellen Zahl «
und einem Vektor a einen weiteren Vektor zugeordnet, den wir als Produkt aa schreiben.
Diese algebraische Operation heifit skalare Multiplikation. Die reellen Zahlen werden hier
zum Unterschied zu den Vektoren Skalare genannt.

Fiir a > 0 ist —a < 0 und wegen (2.4) mufl (—a)(—a) = a(—(—a)) = aa gelten. Dies
zeigt, dass (2.4) fiir beliebige o € R und beliebige Vektoren a gilt.

Aus dem Strahlensatz der Geometrie folgt sofort, dass fiir beliebige Vektoren a, b und
beliebige positive reelle Zahlen «

ala+b) =aa+ ab (2.5)
gilt.
Q S
Q a=PG, aa=PQ,
b=PR, ab=PR,

7
a+b=PS, ala+b)=PS".
P R’ R

Die Beziehung (2.5) gilt auch fiir « = 0. Fiir @« < 0 muf8 man nicht mehr die geometrische
Anschauung zu Hilfe nehmen. Man erhélt mit Hilfe von (2.3) und (2.4):

a(a +5) = (~a)(~(a-+ ) = (~a)((~a) + ()
= (—a)(—a) + (—a)(=b) = aa + ab.

Also gilt (2.5) fiir beliebige reelle Zahlen, d.h. es gilt das erste Distributivgesetz fiir die
skalare Multiplikation und Vektoraddition:
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(V1) Fiir beliebige o € R und beliebige Vektoren a, b gilt:
ala+b) =aa+ab

Mit Hilfe von (V1) und (2.4) kénnen wir beispielsweise folgende Aussage iiber —(aa)
beweisen:

—(aa) = (—a)a = a(—a). (2.6)
Beweis. 1. (—a)a = a(—a) wegen (2.4).
2. aa + (—a)a = aa + a(—a) = a(a — a) = ao = o (hier wurde auch (2.4) benutzt), d.h.
d

(—a)a = —(ca).

Es seien nun «, § nicht-negative reelle Zahlen und a ein Vektor. In diesem Falle haben die
Vektoren aa, fa und (a+ )a dieselbe Richtung. Daher hat awa + a die Norm of|a||+ 5]|a|| =
(o + B)]|a||. Daraus folgt

aa+ fa = (a+ B)a. (2.7)
Ist « >0, 8 <0und a+ > 0, so gilt wegen (2.7) und (2.6)
—(Ba) + (a+ Bla= (=Pla+ (a+ Pla= (B +a+ f)a=aa, d.h.
(o + B)a = aa + Pa.

Fira >0, 8 <0 und o+ [ <0 gilt
aa = (a+B)a=aa+ (~a— B = (—fa = —(Ba),

woraus wieder
aa+ fa = (a+ Pa
folgt.
Den Fall a < 0 und § > 0 fiithrt man auf den vorhergehenden Fall zuriick, indem man
die Rollen von « und [ vertauscht. (Dies ist wegen der Kommutativitit der Vektoraddition
moglich.)

Fiir die skalare Multiplikation und die Vektoraddition gilt somit auch das zweite Dis-
tributivgesetz:

(V2) Fiir beliebige reelle Zahlen «, 3 und beliebige Vektoren a gilt:
aa + Ba = (a+ PB)a.

Ferner gilt fiir die skalare Multiplikation das A ssoziativgesetz:
(V3) Fiir beliebige a, € R und beliebige Vektoren a gilt

a(Ba) = (aB)a.

Beweis. Fiir nichtnegative Zahlen «, 3 sind die Vektoren (af3)a, fa und a(Ba) gleichgerichtet
und fiir deren Normen gilt ||(afB)al| = (af)||al = a||Bal| = a(F||al|). Daraus folgt a(Ba) =

(af)a.
Fiir alle @ < 0 und # > 0 benutzen wir (2.6) und erhalten «(fSa) (= (Ba)) =

= (—a
(—a)(B(—a)) = (—af)(—a) = (af)a. Analog erhilt man im Fall « > 0,5 < 0

a(fa) = a((=f)(—a)) = (aB)(—a) = (af)a.
Ist @« <0 und @B <0, so gilt

a(fa) = (—a)(=(fa)) = (=a)((=Fa) = (—a)(=F))a = (ab)a.

Damit ist das Assoziativgesetz bewiesen. 0

Unmittelbar einsichtig ist die Regel



18 Kapitel 2. Vektorrechnung in der Ebene und im Raum

(V4) 1-a = a fir alle Vektoren a.

Mit Hilfe von (V1) — (V4) konnen weitere Regeln bewiesen werden. Beispielsweise gilt:

Ist aa = 0, so gilt o =0 oder a = o. (2.8)

Beweis. Es sei aa = 0. Ist a = 0 so ist nichts mehr zu beweisen. Fiir a # 0 folgt aus aa = o
auch ]

a(aa) =-o0=o.

Andererseits ist (aa) = (La)a=1-a=a,dh.a=0. 0

Man hétte (2.8) natiirlich auch direkt mit Hilfe der Definition der skalaren Multiplikation
beweisen kénnen. Der oben gegebene Beweis fiir (2.8) zeigt jedoch, dass (2.8) immer dann
gilt, wenn fiir die Operationen ,,+“ und ,,-“ die Regeln (V1) — (V4) gelten.

Fiir die Norm eines Vektors gelten die folgenden Aussagen:

(Ny) ||a|| > 0 fiir alle a und ||a|| = 0 genau fir a = o (positive Definitheit).
(N2) |lea|| = |e||al| fir alle o« € R und alle Vektoren a (Homogenitit).
(N3) |la+b|| < |lal| + ||b]| fir alle a,b (Dreiecksungleichung).

, = “ steht genau dann, wenn a = ab oder b = Ba mit o > 0, § > 0.

Bewets. (N;) folgt unmittelbar aus der Definition der Norm. (Ng) ist fiir a > 0 klar. Fiir
a < 0 gilt |aa]| = |[(—a)(—a)|| = (—a)|| — a|| = |a]||a||. Die Dreiecksungleichung gilt, da in
einem Dreieck die Summe zweier Seiten nicht kleiner sein kann als die dritte Seite. O

a-+b

Aus der Dreiecksungleichung folgt:

o= bl > [Jlall = bl firr alle a.b. (2.9)

Bewets. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhélt man
lall = la — b+ 0] < [la — bl + [[b]],

woraus

llall = [|b] < [la — bl
folgt. Analog erhilt man

1ol = llall < [[b— all = lla — b
und
o=l = [Jlall = 18]

Der Beweis von (2.9) zeigt, dass diese Aussage immer dann gilt, wenn fiir || - || die
Dreiecksungleichung gilt. Man mufl nicht mehr auf die Definition der Norm zuriickgreifen.
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2.2 Inneres Produkt

Je einem Paar von Vektoren a # o und b # o ist in eindeutiger Weise ein Winkel ¢ mit
0 < ¢ < 27 zugeordnet (der Winkel von a nach b).

@

Wir kénnen nun je zwei Vektoren a,b eine reelle Zahl (a,b) geméf der folgenden Definition
zuordnen:

(a,b) =0, falls a =0 oder b= o,
{a,b) = ||a|| ||b]| cos ¢, ¢ der Winkel von a nach b, falls a # o und b # o.
(a,b) heiBt das innere Produkt (oder Skalarprodukt) von a und b.

Der folgenden Zeichnung entnimmt man, dass (a, b) das Produkt der Norm von a und der
Norm der Projektion von b auf a ist, falls 0 < ¢ < % und 37“ < p < 27 ist. Falls % <p< 37“
ist, wird noch mit —1 multipliziert.

R R

P S Q S P Q

—_— . == =

a=PQ,b=PR, PS = Projektion von b auf a.
Unmittelbar aus der Definition folgt:
(a,a) = ||a||* fir alle a. (2.10)
Daraus erhilt man sofort (wegen der Definitheit der Norm)

(I1) (a,a) >0 und {(a,a) =0 genau dann,wenn a = o (Definitheit des inneren Produktes).
Die Definition des inneren Produktes liefert auch sofort:

(12) (a,b) = (b,a) (Symmetrie).

Fiir beliebige reelle Zahlen o und Vektoren a, b gilt:

(I3) (aa,b) = ala,b) (Homogenitdt).

Beweis. Der Fall a = 0 ist trivial. Fiir a > 0 ist der Winkel ¢ von a nach b derselbe wie
jener von aa nach b. Daher gilt

(aa,b) = ||aal| [[bl| cos o = [af [[a] [|b]| cos
= aflal |[bl| cos = afa, b).
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Fir oo < 0 ist der Winkel ¢ von aa nach b durch 7 — ¢ fiir 0 < ¢ < 7 und durch ¢ — 7
fiir # < ¢ < 27 gegeben, wobei ¢ wieder den Winkel von a nach b bezeichnet. In beiden
Féllen ist cos = — cos . Daher gilt:

(aa,b) = [laal| [|b]| cos() = |a [lal| [[b]|(— cos ¢)
= (=)l IbI[(= cos ) = ea] [|b]| cos ¢ = aa, b).

Eine weitere wichtige Eigenschaft gilt fiir je drei Vektoren a, b, c:
(I4) (a+0b,c) = (a,c) + (b,c) (Additivitit).
Beweis. Aus der untenstehenden Zeichnung entnimmt man sofort
lla|l cos p1 + ||b]| cos g2 = ||a + b|| cos @3,

wobei @1, pg bzw. 3 der Winkel von a nach ¢, von b nach ¢ und von a + b nach c ist. Daraus
folgt sofort das Ergebnis. 0O

R
$2
Q
Y1 #3 L
P TS
| {z H—{z—}
llall cos o1 ]| cos @2

| { }

lla + bl| cos ps

— — — —

a=PQ,b=QR,a+b=PR,c=P5.

Die Eigenschaften (I3) und (I4) kénnen zusammengefafit werden:
Fiir beliebige reelle Zahlen o, 8 und Vektoren a,b,c gilt:

(aa + Bb, ¢) = afa, c) + B(b,c),
(c,a + pb) = afc,a) + B(c,b) (Bilinearitdt).

Definition 2.3. a) Zwei Vektoren a,b heiffen orthogonal, a Lb, wenn {(a,b) =0 gilt.

b) Vektoren ai,...,a; heiffen orthogonal, wenn (a;,a;) = 0 fir i # j gilt. Ist zusdtzlich
lail| =1,i=1,...,k, so heiflen ai,...,a orthonormiert.

Ist a = o0 oder b = o, so gilt trivialerweise alb. Unmittelbar aus der Definition folgt
wegen | cos¢| < 1:

[{a,b)] < ||a|| |b]]  (Schwarzsche® Ungleichung®).
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Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn es reelle Zahlen o, 8 gibt mit aa+06b = o
und (@, 3) # (0,0).

Fiir den Beweis der Schwarzschen Ungleichung miissen wir jedoch nicht mehr auf die
Definition des inneren Produktes zuriickgreifen. Fiir b = o ist alles klar. Insbesondere gilt
das Gleichheitszeichen und Oa 4+ 1b = 0. Es seien daher a,b Vektoren mit b # 0. Wir suchen
zunéchst eine Zahl a derart, dass

a=ab+ (a — ab),

wobel abla — ab.

a— ab a

Y
Y

ab b

Geometrisch bedeutet dies, dass wir eine Darstellung von a als Summe eines Vektors parallel
zu b und eines Vektors orthogonal zu b suchen

bl(a —ab) bedeutet 0= (b,a —ab) = (a,b) — a|b||°.

Wegen b # o erhalten wir daraus o = (a, b)/||b||?.
Aus a = ab+ (a — ab) und abl(a — ab) folgt

||CLH2 = (ab+ (a — ab),ab+ (a — ab)) = 042||b||2 + |la— ab||2

und daraus weiter

(a,0)
la]l* = o?1b]* = :
16112
SchlieBlich erhilt man (a,b)? < ||al|? ||b]|? bzw.
[{a, b)] < [lall |[bl

In den oben durchgefithrten Umformungen gilt genau dann iiberall das Gleichheitszeichen,
wenn ||a — abl|? = 0 ist, d.h. a = ab gilt.

Man beachte, dass dieser Beweis nur (2.10) und die Eigenschaften des inneren Produktes
benutzt.

Im Beweis der Schwarzschen Ungleichung wurde die folgende Aussage mitbewiesen:
Es seien a,b Vektoren mit b # o. Dann besitzt a eine eindeutige Darstellung
a=ai+a
mit az Lb, wobei ay = ({a,b)/||b]|*)b und az = a — ay. Der Vektor as heifit die
Normalkomponente von a beziiglich b.
2.3 Basis, Koordinaten
Definition 2.4. a) ay,...,a, seien Vektoren. Ein Vektor ¢ heifit Linearkombination von
Al ...y Gy, WENN

n
c=auoia1+ -+ apa, = E Qa;a;
J=1
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fur reelle Zahlen ay, ..., a, gilt. Die Linearkombination heifst nicht-trivial, falls mindestens
ein a; # 0 ist.

b) Die Vektoren ay,...,ay, heiffen linear abhdngig, wenn der Nullvektor eine nicht-triviale
Linearkombination von ay,...,a, ist, d.h. es gilt

o=qwo1a1 + -+ apany

und «; # 0 fiir mindestens ein i. Die Vektoren aq,...,a, heiflen linear unabhdngig, wenn
ste nicht linear abhdngig sind.

Die Vektoren ai,...,a, sind somit genau dann linear unabhéngig, wenn die einzige
Linearkombination von aq, ..., a,, welche o ergibt, die triviale ist, d.h. aus aja1+- - -+ apa, =
o folgt a; = -+ = a,, = 0. Ist einer der Vektoren a; = o, so sind die Vektoren aq,...,a,

linear abhéngig. Dies ist klar wegen 0o =0-a1+---4+0-a,-1+1-a; +0-aj41+---+0- an.

Satz 2.5. a) Je drei Vektoren im R? sind linear abhingig. Es gibt jedoch Vektoren ey, es im
R2?, die linear unabhingig sind.

b) Je vier Vektoren im R? sind linear abhingig. Es gibt jedoch Vektoren e1,ea,e3 im R3, die
linear unabhdngig sind.

Beweis. a) Es seien a, b, ¢ Vektoren im R2. Nur der Fall, wo keiner der Vektoren der Nullvek-
tor ist, mufl noch untersucht werden. Auf Grund der unten stehenden Zeichnung sieht man
sofort dass

c=aa+ Fb

mit geeignet gewihlten reellen Zahlen «, (3 gilt. Andererseits ist auch klar, dass etwa die
Vektoren a, b linear unabhingig sind.

Bb c

b) Es seien a, b, ¢,d Vektoren im R3. Wir setzen wieder voraus, dass keiner der Vektoren der
Nullvektor ist. Auch hier sieht man, dass fiir geeignete o, 3,y

d = aa+ b+ ~c

gilt und dass ferner die Vektoren a, b, ¢ linear unabhéingig sind. 0
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aa aa + Bb

Es seien eq, eo linear unabhiingige Vektoren im R? und a sei ein weiterer Vektor im R2.
Dann sind a, e; und ey linear abhiingig (Satz 2.5) und es gilt mit Zahlen &, (31 und (s, die
nicht sdmtliche Null sind,

aa + frer + Paes = o.

Es mufl & # 0 sein, da sonst (ie; + B2e2 = o sein miifite, woraus wegen der linearen Un-
abhingigkeit von e, es auch 1 = G2 = 0 folgen wiirde. Es folgt daher

a = a1e1 + ages

mit a1 = —01/&, as = —f2/a. Die Zahlen aj,as sind eindeutig bestimmt. (Wire a =
B1e1+ Paea, so miBte o = (a1 — B1)e1 + (e — fB2) ez gelten. Wegen der linearen Unabhéngigkeit
von e, ey folgt daraus aber ay = ) und ay = [2.) Wir nennen jedes Paar (ej,eg) linear
unabhingiger Vektoren im R? eine Basis fiir den Raum der Vektoren im R?. Die eindeutig
bestimmten Zahlen a1, az heilen Koordinaten von a (beziiglich der Basis (e, e2)).

Eine analoge Situation liegt fiir Vektoren im R? vor. Je drei linear unabhingige Vektoren
e1, ez, e3 im R3 bilden eine Basis und fiir jeden Vektor a gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
a1, o, i3 Mit

a = e1 + ager + azes.

Die Zahlen a1, aa, ag heiflen wieder die Koordinaten von a (beziiglich der Basis (e1, e2, e3)).
Die Vektoren «;e; werden vielfach die Komponenten von a beziiglich der Basis (e, e2)
bzw. (e, €2, e3) genannt.
Sind a,b, ¢ (bzw. a,b) vom Nullvektor verschiedene orthogonale Vektoren im R3 (bzw.
R?), so sind sie linear unabhiingig und bilden eine Basis fiir die Vektoren im R? (bzw. R?). Gilt
zusitzlich ||al] = ||b]| = ||¢|| = 1, so nennen wir (a, b, c) (bzw. (a,b)) eine Orthonormalbasis.
Wir fiihren nur den Beweis der linearen Unabhéngigkeit von a, b, c. Es sei

aa + Bb+ ve=o.

Wir bilden das innere Produkt mit a,b bzw. ¢ und erhalten wegen der Orthogonalitit von
a,b,c
allal* = B1bl* = yllel* = 0

woraus a = (3 =y = 0 folgt (wegen a # o, b # o, ¢ # 0).
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Es sei (e1, ea,e3) eine Basis fiir die Vektoren im R3. Wie wir gesehen haben, entspricht
jedem Vektor a im R3 genau ein Tripel (aq, ag, ag) von reellen Zahlen mit a = aje; + ages +
ases. Umgekehrt bestimmt jedes Tripel reeller Zahlen vermoge dieser Beziehung einen Vektor
im R3. Es besteht daher eine eindeutige Zuordnung zwischen den Vektoren im R? und den
Tripeln reeller Zahlen. An Stelle von (aq, g, a3) schreiben wir

aq

a=| ag

Qg
und nennen a den Koordinatenvektor von a (bzgl. (e1,e2,e3)).
Fir a = aje; + agses + agesg und b = (reg + Paes + Fzes gilt

a+b=(a1+ f1)er + (a2 + P2)ea + (a3 + f3)es

und
pa = (par)er + (pazg)es + (pas)es, p € R.

Die Koordinatenvektoren von a + b und pa sind somit gegeben durch

a1 + 3 pan
ag + (o bzw. o | .
ag + (33 pos

o1 B
Es ist daher sinnvoll fira= | as | und b= | 5

ag B3

a1 + B pan
a+b:=(ax+ [ und pa:=[paz |, peR,

az + 33 povs

zu definieren. Damit haben wir fiir Spaltenvektoren eine Addition und skalare Multiplikation
erklirt. Man sieht sofort, dass die so erklidrte Addition kommutativ und assoziativ ist. Ferner

0 a1 —Qq
ist <0> das Nullelement und zu <a2> ist <—a2> das negative Element.
0 a3 —Q3

Fiir die oben erkliarte Addition und skalare Multiplikation gelten dariiber hinaus auch
(V1) — (V4) .

Fiir das innere Produkt erhilt man eine besonders einfache Darstellung, wenn man eine
Orthonormalbasis (e1, €2, e3) wihlt: Mit Hilfe von (I1) — (I4) erhédlt man fiir a = aje; +
ages + azes, b = Bie1 + [aea + [F3e3 (man beachte (e;,e;) = 0 fiir ¢ # j und (e;,e;) = 1 fur
i,7=1,2,3):

(a,b) = a1 1 + a2 + a3fs. (2.11)

Wegen (2.10) erhélt man damit auch

lall = (of + a3 + a3)'/2. (2.12)
aq
Die Formel (2.11) legt nahe, das innere Produkt zweier Koordinatenvektoren a = | a2 | und

a3
B
b= (ﬂz> durch
B3

(a,b) :== o181 + afr + a3f3
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zu definieren.

Ist (e1,e0,e3) eine beliebige Basis fiir die Vektoren im R3, so kénnen wir umgekehrt
durch (2.11) ein inneres Produkt definieren,

(a,b)1 = o1 1 + a2 + 303, (2.13)

welches dann im allgemeinen nicht mit dem Produkt (-,-) iibereinstimmt. Die Vektoren
e1, ea, ez sind beziiglich des inneren Produktes (-, -); orthonormiert. Die Koordinatenvektoren
von ey, eg, e3 bzgl. der Basis (e, ez, e3) sind

) ()¢

Der Beweis, dass (-, -); die Eigenschaften (I1) — (I4) hat, wird als niitzliche Ubung empfohlen.
Wir definieren ||al|; := ((a,a)1)'/2. Die Schwarzsche Ungleichung gilt ebenfalls fiir (-, -);
bzw. || - |1:
(@, b)1| < llall[b]]x-

Der seinerzeit gefiihrte Beweis hat nur die Eigenschaften (I1) — (I4) des inneren Produktes
und (2.10) benutzt.

| - lli hat die Eigenschaften (N1) — (N3), welche wir weiter oben (Abschnitt 2.1)
fir || - || vermerkt haben.

Beweis. 1. Aus (I1) folgt sofort ||a||; > 0 sowie die Aquivalenz von |/al; =0 und a = o.

2. Aus (I3) und (I2) erhilt man ||aa||? = (aa,aa); = a?(a,a); = o?|alj?, d.h. ||aal; =
lal [lalls-

3. Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

la + 0]l = {a+b,a+b)
= llallf +2(a,b)1 + [[b]]?
< llallf + 2llall1llolls + (181 = (lally + 16]11)?,

d.h. es gilt
la+bllx < llafly + bl

Analoge Uberlegungen gelten fiir Vektoren im R? bzw. Spaltenvektoren der Form <Z;> .

2.4 AuBeres Produkt, Spatprodukt*

Fiir Vektoren des R3 gibt es eine weitere sehr wichtige Operation, welche zwei Vektoren einen
dritten zuordnet. Wir bendtigen dazu die folgende Begriffsbildung:

a, b, c seien linear unabhéngige Vektoren. Diese Vektoreiril))ilden genau dann ein i-l_c;chts-
system, wenn gilt: Wahlen wir Représentanten mit ¢« = PQ, b = PR und ¢ = P S, und
blickt man vom Punkt .S auf die Ebene, welche von den Punkten P, (), R aufgespannt wird, so
kann die Strecke (P, @) durch eine Drehung um einen Winkel 0 < ¢ < 7 gegen den Uhrzeiger-

s
sinn in eine Strecke (P, Q') iibergefiihrt werden, sodass P Q' = ab mit a > 0 gilt. Bilden die
Vektoren a, b, ¢ kein Rechtssystem, so bilden sie ein Linkssystem.
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]

Q

c
Rechtssystem Linkssystem

Definition 2.6. a, b, ¢ seien Vektoren im R3. Der Vektor c ist das dufSere Produkt von a,b,
c=a x b, wenn ¢ folgenden Bedingungen geniigt:

1. ¢=o, falls a = 0 oder b = o.
2. Fiir a # o und b # o gilt:

(a) cLa und cLb.
(b) ||| = Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
(¢) a,b,c bilden ein Rechtssystem.

Die geometrische Bedeutung ist in der folgenden Zeichnung dargestellt.

Es ist klar, dass der Vektor ¢ durch die in Definition 2.6 angegebenen Bedingungen eindeutig
bestimmt ist. Fiir die Norm des dufleren Produktes zweier Vektoren gilt:

lla > b* = [lal*[b]* — (a,b)*. (2.14)

Beweis. Fiir a = o oder b = o ist nichts zu beweisen. Sind a und b vom Nullvektor verschie-
den, so gilt fiir den Fldcheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms

F = |allh,

wobei h = ||b|| singp fiir 0 < ¢ < 7/2 und h = ||b|| sin(7m — ¢) = ||b[|sine fir 7/2 < ¢ < 7. ¢
ist der Winkel von a nach b.

NN | &>

llol] h

A
« Y

Ly

{z

I
llall llall
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Somit gilt ||| = [|a]|?h? = ||a||?||b]|?sin? ¢ = ||a||?||b]|?(1 — cos? ¢), woraus wegen cos p =
(a,b)/(||al| ||b]|) die Behauptung folgt.

Um spéter das Distributivgesetz fiir das d&uflere Produkt beweisen zu kénnen, benttigen
wir

Lemma 2.7. a,b seien Vektoren mit b # o. Die Normalkomponente von a beziiglich b wird
mit a,, bezeichnet. Dann gilt:
axb=a, xb.

Beweis. Bilden a, b, ¢ ein Rechtssystem, so auch a,, b, c, d.h. a X b und a,, x b haben dieselbe
,Richtung*.

a an ap a

Aus der Zeichnung entnimmt man, dass der Flidcheninhalt der von ¢ und b bzw. von a, und
b aufgespannten Parallelogramme iibereinstimmt, d.h. ||a x b|| = [lay x b||. Damit ist das
Lemma bewiesen. 0

Fiir das duflere Produkt gilt:

Satz 2.8. a,b und ¢ seien Vektoren im R> und \ sei eine reelle Zahl. Dann gilt:
1. a x b= —(bx a) (Antikommutativitit),
2. (Aa) x b=a x (Ab) = Aa x b) (Assoziativitit bezgl. der skalaren Multiplikation),
3. (a+b) x c=axc+bxc (Distributivitit).

4. a x b =0 dann und nur dann, wenn a und b linear abhdngig sind.

Beweis. 1. Bilden a, b, ¢ ein Rechtssystem, so auch b, a, —c.

b

2. Fiir A = 0 ist die Assoziativitdt trivial. Es sei A > 0. Zunéchst ist klar, dass ¢; = (Aa) X b,
c2 = a x (Ab) und ¢ = a x b dieselbe Richtung haben. Ferner ist |lc1|? = ||Aa|?||b]|* —
(Aa,b)? = X2(||a]?||b]|? — (a,b)?) = N?||c||?. Analog sieht man ||c2|> = A?||c||?. Daraus folgt
aber ¢; = cg = Ac.

Fiir A < 0 gilt (Aa) xb = ((=A\)(—a)) xb) = (=) ((—a) xb) = (=A)(—(ax b)) = A(axb).
Hier wurde (—a) x b = —(a x b) benutzt. Analog zeigt man a x (Ab) = A(a x b) fiir A < 0.
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3. Fiir ¢ = o ist alles klar. Es sei daher ¢ # o. Auf Grund von Hilfsatz 2.7 geniigt es zu zeigen,
dass
(a+b)pxc=ap,Xc+b, xc

gilt, wobei (a + b),, a,, und b,, die Normalkomponenten von a + b, a bzw. b beziiglich ¢ sind.
Man sieht sofort, dass (a + b),, = a, + by, ist. Dazu mufl man nur beachten, dass

(a,c)
Ap = s
llc]|?
(b, c)
bp,=0 EE ¢ und
b
(a+b)p=a+b <a”tH2’ )

Es geniigt daher, im Falle ¢ # o das Distributivgesetz fiir Vektoren a,b,c mit alc und
bLlc (und damit auch a+bLc) zu beweisen. Wir wihlen fiir die Vektoren Repréisentanten, die
denselben Anfangspunkt haben. Dann liegen die Représentanten von a, b, a+b,a x ¢, bx ¢ und
(a+b) x ¢ in derselben Ebene senkrecht zum Représentanten von c. (In der untenstehenden
Zeichnung ist der Reprédsentant von ¢ senkrecht zur Papierebene in Richtung des Lesers zu
denken).

b a+b

aXxc
aXc+bxc

Da a x clLa und b x cLb gilt, ist der Winkel von a nach b bzw. von a X ¢ nach b x ¢
gleich. Dariiberhinaus ist (wegen alc und blc)

la x| = llall - flell - und {|o-x cff = [|b]] - f|]|- (2.15)

Dies bedeutet, dass die Parallelogramme, welche von a und b bzw. a X ¢ und b x ¢ aufgespannt
werden, dhnlich sind. Ferner gilt, dass die Vektoren a + b und a x ¢ + b X ¢ orthogonal sind.
Wegen der Ahnlichkeit der zwei Parallelogramme und wegen (2.15) gilt ferner

lla xc+bxcl=|a+bd|]c|

Der Vektor (a+b) x ¢ hat nun dieselbe Richtung wie a X ¢+ b X ¢ und es ist (wegen a +b_Llc)
|(a +b) x c|| = |la+ b]| ||c||. Daraus folgt aber

axc+bxec=(a+b) xec.

4. Ist a = o0 oder b = o, so ist nichts zu beweisen. Es sei daher a # o und b # o. Ist a X b = o,
so folgt aus (2.14), dass |{(a, b)| = ||a]| ||b|| gilt, d.h. fiir den Winkel zwischen a und b gilt ¢ = 0
oder ¢ = . Dann ist aber a = Aa mit A > 0 oder A < 0, d.h. @ und b sind linear abhéngig.
Es sei nun andererseits b = Aa mit einem A € R. Dann folgt ||a x b|| = 0 aus (2.14). Damit
ist der Satz 2.8 vollstdndig bewiesen. 0O
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Das duflere Produkt ist nicht assoziativ. Um dies zu sehen, wihlen wir vom Nullvektor
verschiedene Vektoren a, b mit aLb. Dann ist a x b_La, ||a x b|| = ||a]| ||b]| und ||a x (a x b)|| =
lall - |la x o] = |la]/?||b]] # 0, d.h. @ x (a x b) # o. Andererseits ist a x a = o und daher
(axa)xb=o.

Es sei nun B = (eq, eg, e3) eine Orthonormalbasis fiir die Vektoren im R? und ein Rechts-
system, d.h. insbesondere

€] X ep =e3,e3 X €3 =e€1,€3 X €1 = €9, eixei:O, i:1,2,3. (216)

e3

€2

aq B1
a und b seien Vektoren mit den Koordinatenvektoren (0@) bzw. (ﬁg)

as B3
beziiglich B. Dann erhilt man unter Benutzung von (2.16)

a x b= (are; + azes + ages) x (Brer + Baea + [G3e3)
= (182 — aaB1)(e1 X e2) + (183 — azfi)(e1 x e3)
+ (233 — a3F2)(e2 ¥ e3)
= (253 — azfa)er — (13 — azfi)ez + (12 — azfr)es.

Der Koordinatenvektor von a x b ist somit durch

anf33 — a3
<—(04153 - a351)> (2.17)
a13y — e

gegeben.

Es sei nun (eq,es,e3) eine beliebige Basis fiir die Vektoren im R3. Fiir Vektoren a =
aie1 + ageg + asges, b = [rer + (aea + (3e3 definieren wir ein dufleres Produkt ,,+* durch
(2.17), d.h. wir setzen

axb:= (af3 — azfa)er — (133 — azfr)ez + (1 f2 — azf1)es. (2.18)

Ferner definieren wir das innere Produkt (-, -); durch (2.13) und die Norm ||-||; durch ||a||? :=
<CL, CL>1.

Es ist leicht zu sehen, dass (2.16) fir ,,x“ gilt. Ebenso einfach verifiziert man, dass die
Punkte 1 — 3 aus Satz 2.8 auch fiir ,x“ gelten. Punkt 4 aus Satz 2.8 beweist man fiir ,,** wie
folgt: Es seien zuniichst a und b linear abhingig. Ist a = o, so folgt aus (2.18) unmittelbar
axb=o0.Im Falle a # o mufl b = \a fiir ein A € R gelten. Auch in diesem Fall sieht man an
Hand von (2.18) sofort, dass a x b = o gilt. Es sei nun umgekehrt a * b = 0. Aus (2.18) folgt
dann

aofs = azfa, a1fs =azb, a1fe = axbh. (2.19)
Im Falle oy = ag = ag = 0 gilt a = 0 und a, b sind trivialerweise linear abhéngig. Es sei ein
a; # 0, etwa ag # 0. Dann gilt S = Aag mit einem A € R und aus den Gleichungen (2.19)
folgt 51 = (al/(Xz)ﬁg = )\al und ,63 = (043/042),62 = )\ag, d.h. b = )a.
Die zu (2.14) analoge Beziehung

lla b3 = llallF bl — (a,0)F

wird durch Ausrechnen verifiziert. Ebenso verifiziert man ala x b und bla * b, wobei Ortho-
gonalitét im Sinne des inneren Produktes (-, -); zu verstehen ist.
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Definition 2.9. Gegeben seien die Vektoren a,b,c im R3. Die reelle Zahl
a,b, ) = (a,b x <)
heifit das Spatprodukt (Raumprodukt) von a,b,c.

Die wichtigsten Eigenschaften des Spatproduktes fassen wir zusammen in

Satz 2.10. a,b,c,... seien Vektoren im R3 und es seien oy, Bi,v; € R, i = 1,2. Dann gilt:

1 «al’ bv C>> + as <<CL2, bv C>>;
<<CL, blv C>> + ﬁQ <<CL, b27 C>>,

a) ((a1a1 + asag, b, c) = «
1
m{a,b,c1)) +v2((a, b, c2)) (Linearitit in allen Argumenten).

(@, B1b1 + Baba, c)) -
(a,b,y1c1 + y2c2) =

b) Die Vektoren a,b,c bilden genau dann ein Rechtssystem, wenn
(@, b,c)) >0 ist.

c) Die Vektoren a,b,c sind genau dann linear abhdngig, wenn {(a,b,c)) = 0 ist.

d) Die Vektoren a,b, ¢ seien linear unabhingig und V' bezeichne das Volumen des von a,b, ¢
aufgespannten Parallelflachs. Dann gilt

{a,b,c) = V, falls a,b, c ein Rechtssystem bilden,
=V, falls a,b, e ein Linkssystem bilden.

e) <<a’ b, C» = <<b’ ) a>> = <<C’ a, b>> = _<<b’ a, C>> = _<<C7 b, a>> = _<<a’7 G, b>>
£) {a+pb,b,¢) = {a,b,c).

Beweis. a) Die Linearitdt in den Argumenten folgt unmittelbar aus der entsprechenden
Eigenschaft des inneren Produktes bzw. des dufleren Produktes.

b) Bilden a, b, ¢ ein Rechtssystem und wéhlt man fiir a, b, c und b x ¢ Représentanten, die alle
vom selben Punkt P ausgehen, so liegen die Représentanten von a und b x ¢ auf derselben
Seite der von den Reprisentanten von b und ¢ aufgespannten Ebene. Daher ist der Winkel
zwischen a und b x ¢ kleiner als /2, d.h. es ist (a,b x ¢) > 0.

bxec a
A
©

Bilden a, b, ¢ ein Linkssystem, so liegt die in der unterstehenden Zeichnung charakte-
risierte Situation vor, d.h. der Winkel zwischen a und b x ¢ ist grofler als 7/2 und daher
(a,bx c) <0.
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%)
’ c
7
e
7
7

’ b

c) Es seien a, b, ¢ linear abhéngig. Dann existieren reelle Zahlen «, (3,7, die nicht alle Null
sind, mit aa + Bb + vyc = o. Es sei etwa 3 # 0. Dann folgt

b= aa+ Aqc

(mit & = -5, 7 = —%) und b x ¢ = &(a x ¢) +5(c x ¢) = @(a x ¢). Da a x ¢ und damit auch
a(a x c) orthogonal zu a ist, erhalten wir schliefllich (a,b x ¢) = (a,&(a x ¢)) = 0.

Es sei {(a,b,c)) = 0. Dann ist a = o oder b x ¢ = o0 oder alb x c. Im Falle a = o sind
a, b, c trivialerweise linear abhéngig. Im Falle b X ¢ = o sind bereits b, ¢ linear abhéngig und
umsomehr a, b, c. Im Falle a_Lb x c liegt die in der untenstehenden Zeichnung charakterisierte

Situation vor (falls zusitzlich a # o und b x ¢ # o):

bXec

o
\ s

Daher gilt a = 8b + ~yc mit zwei reellen Zahlen ,~, d.h. a, b, ¢ sind linear abhingig.

d) Die Vektoren a, b, ¢ bilden ein Rechtssystem. Das Volumen des von a, b, ¢ aufgespannten
Parallelflachs ist gegeben durch

wobei F' die Flache des durch die Vektoren b, ¢ bestimmten Parallelogramms und h die Hohe
des Parallelflachs ist.
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F und h sind durch

F=|bxcl, h=lalcosep,

gegeben. Daraus folgt V = Fh = ||b x c|| - ||a|]| cos ¢ = {(a,b x ¢).
Die Vektoren a, b, ¢ bilden ein Linkssystem. Dann gilt

F=bxcl, h=lalcos(m =)= —llaflcos¢

und daher
V =Fh=—|a|||b x c|]|cosp =—(a,b x c).

Abxc

\

e) Falls die Vektoren a, b, c linear abhéngig sind, ist das Spatprodukt bei beliebiger Anord-
nung dieser Vektoren Null. Es seien a, b, ¢ linear unabhéngig. Bilden a, b, ¢ ein Rechts- bzw.
Linkssystem, so auch b,c¢,a und c,a,b. Das jeweils aufgespannte Parallelflach hat dasselbe
Volumen V. Daher gilt

{(a,b,c) = ((b,c,a) = (c,a,b)(=V oder =—-V).

Bilden a, b, ¢ ein Rechts- bzw. Linkssystem, so bilden b, a,c, ¢,b,a und a, c,b ein Links- bzw.
Rechtssystem. Da das Volumen des aufgespannten Parallelflach gleich bleibt, gilt

(b, a,c) = (c, b, CL>> = <<a’7 = b» = _«a7 b, C>>
f) Wegen der Linearitit des Spatproduktes gilt

{(a+ Ab,b,c)) = ((a,b,c)) + A{(b,b,c)) = ((a,b,c)
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(beachte {(b,b,c)) =0). 0O

Fiir eine koordinatenméflige Darstellung des Spatproduktes wéhlen wir wie im Falle
des duBleren Produktes eine Orthonormalbasis (e, €2, e3), deren Vektoren ein Rechtssystem
bilden. Sind oy, §; bzw. ~;, i = 1,2, 3, die Koordinaten von a, b bzw. ¢ beziiglich der gewéhlten
Basis, so gilt

{(a,b,c) = a1 fay3 + aafB3y1 + azfriye
— a10372 — @213 — azfBav.

Wir wihlen nun eine beliebige Basis (e, 2, e3) fiir die Vektoren im R3 und definieren

{(a,b,e)1 = a1 farys + aafsy1 + azfiy2

2.20
—a18372 — azB1v3 — azfBa, (220)

wobel a = a1e1 + ages + ases, b = (re1 + Paes + Pies, ¢ = y1e1 + yoe2 + y3es. Mit Hilfe von
(2.20) zeigt man leicht, dass gilt:

1) (a,b, C>>1 = —(b, qa, C>>1 = —<<C, b,a)r = _<<a7 ¢, b1,
(i) (A1a1 + Azaz,b,ch1 = A1{(ar, b, e)1 + A2{(az, b, o)1,
(111) <<€1,€2,€3>>1 =1.
(iv) ((-,-, )1 ist das einzige Produkt mit den Eigenschaften (i) — (iii).
Beweis fiir (iv). Es sei ((-,,-))* irgendein Produkt mit den Eigenschaften (i) — (iii). Dann
folgt aus (i) fiir Vektoren b, ¢
(0, b, C>>* = _<<b7 b, C>>*

d.h. (b,b,c)* = 0. Damit folgt weiter wie oben fiir ((-,-,-)

{
(

{(a4+ Ab,b,e)* = {a,b,c)™.

a;, B bzw. v, 1 = 1,2, 3, seien die Koordinaten von a, b bzw. ¢ beziiglich der Basis (e, €2, €3).
Dann ist wegen (ii)

{a,b,c)” = crfimier, er, er)” + aafimi((ez, er, e1))”

3 3 3
+azbimes,en, )"+ =YY > aiBullen e, en)”
i1 j=1 k=1
= 132773 + 2fB371 + a3B1y2 — a1 8372 — a3 — azfoyi
= ((a, b, c)1.

Hier wurde benutzt, dass ((e;, e;, ex))* = 0 ist, falls zwei der Indizes {ibereinstimmen (dies ist
eine Folgerung aus (i)) und ((e1, e2,e3)* = ((ea,e3,e1))* = ((e3,e1,e2)* = 1, ((e1,e3,e2))* =
(e, e1,e3)* = (les,e2,e1))* = —1. (Folgerung aus (i) und (iii); zB. ((e2,e1,e3)*
= —((e1,e2,e3)" = —1 und ((e3, e1,e2)) = —((e1, €3, €2)) = ((e1,e2,€3))). O

Man kann nun definieren, dass a, b, ¢ beziiglich ((-, -, -))1 ein Rechtssystem genau dann bil-
den, wenn ((a, b, c))1 > 0 ist. Ebenso kann man das ,, Volumen* V' des durch a, b, ¢ bestimmten
Parallelflachs durch

V = {a,b,c)h

definieren, falls a, b, ¢ ein Rechtssystem bilden, und durch

V = —(a,b,c)1,
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falls a, b, ¢ ein Linkssystem bilden. Durch ein Produkt mit den Eigenschaften (i) — (iii) wird
somit eine Einteilung der Basen fiir die Vektoren im R? in Rechtssysteme und Linkssysteme
definiert. Ferner wird die Volumsmessung erklért.

Abschlielend wollen wir noch einige wichtige Identitédten zusammenfassen:

Satz 2.11. a) Fiir je drei Vektoren a,b,c im R? gilt:
ax (bxe)={a,c)b—{a,b)c (Grassmannscher'® Entwicklungssatz).
b) Fiir je vier Vektoren a,b,c,d im R3 gilt:
(a xb) x (¢ xd) = (a,b,d)c— (a,b,c)d = (a,c,d)b— (b, c,d)a.
c) Fiir je vier Vektoren a,b,c,d im R3 gilt:
{a x b,cxd) = {a,c)(b,d) — (a,d)(b,c) (Identitit von Lagrange'!).

Bewets. a) Wir wéhlen zu den Vektoren a,b,c,b x ¢ und a x (b x ¢) Représentanten mit
demselben Anfangspunkt. Sind die Vektoren b und ¢ linear abhéngig, so ist b X ¢ = o und
damit auch a x (b x ¢) = o. Fiir linear abhéingige Vektoren b, ¢ gilt b = Ac oder ¢ = pb mit
reellen Zahlen A, . Es sei etwa b = Ac. Dann ist

(a,c)b — (a,byc = (a,c)(Ac) — (a, Ac)c
= Xa, c)e — Xa, c)c = o.

Die Formel stimmt also fiir linear abhéngige b, c.

Es seien nun b und c linear unabhéngig. Der Vektor a x (b x ¢) ist orthogonal zu b x ¢
und daher von der Form

ax(bxc)=A+pce, A\peR.
Es sind die Koeffizienten A und g zu bestimmen. Zu diesem Zweck werden wir Lemma 2.7
verwenden. a,, bezeichne die Normalkomponente von a beziiglich b x c. Dann gilt mit reellen
Zahlen 3,~
an = Bb+ ~yc.

5(b X C) A

bxch a

an

8b

ax (bxc)

10Grassmann, Hermann Giinther, 15. 4. 1809 (Stettin) — 26. 9. 1877 (Stettin). Die Bedeutung seiner Arbeiten zur Vektor-
rechnung (Ausdehnungslehre) wurde von den Mathematikern seiner Zeit nicht erkannt. Er wandte sich dann der Linguistik zu
und fand durch seine Arbeiten iiber Sanskrit Anerkennung unter den Philologen (en.wikipedia.org/wiki/Herman_Grassmann).

Hagrange, Joseph Louis, 25. 1. 1736 (Turin, als Guiseppe Luigi Lagrangia) — 10. 4. 1813 (Paris), einer der bedeutendsten
Mathematiker seiner Zeit (en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Louis_Lagrange).
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Die Koeffizienten § und = berechnet man wie folgt: Zunéchst gilt
a=ap+0(bxc)=pb+yc+d(bxc), 0€R. (2.21)

Durch Bildung des inneren Produktes mit b bzw. ¢ erhalten wir daraus (beachte b_Lb x ¢ und
clbxc)

(a,b) = BIIbII* + (b, o),

2.22
(a,¢) = B{b, ) + el 222

Aus diesen Gleichungen folgt

g1 bllcll? = (a, c){b,c) _ {a,b)]lc]|* = (a, c)(b, c)

16112 le]]? = (b, ) 16 c||?
_ (@, )lIbl* = {a, b){b,c) _ (@, OIblI* = (@, b)(b,c)
D112 je]]? = (b, ) 1> ¢l '

Man beachte ||b x ¢||? # 0, weil b, ¢ linear unabhiingig sind.
Aus der Orthogonalitéit von a X (b X ¢) zu a folgt auch a, La x (b x ¢) = \b + pe, d.h.
es muf}

(Ab+ pe, an) = (Ab+ pc, b+ vc) =0
gelten. Dies ergibt die Gleichung

ABIBI + Xy + ) (b, €) + prllel|* = 0
bzw. (siehe (2.22))

0 = A(BIIbI% + (b, ) + (B, ) +lle]?)

= XNa, b) + p(a, c). (2.23)

Gilt (a,b) = (a,c) = 0, so ist § = v = 0 und daher (siehe (2.21)) a = 6(b x ¢), § € R.
In diesem Fall stimmt der Grassmannsche Entwicklungssatz ebenfalls, da beide Seiten den
Nullvektor ergeben.

Wir kénnen daher annehmen, dass (a,b) # 0 oder (a,c) # 0 ist. Es sei etwa (a, c) # 0.
Aus Gleichung (2.23) folgt p = —({(a,b)/{(a,c))A, A € R beliebig. Wir kénnen daher A\ =
ala,c), a € R setzen, woraus u = —(a, b)a folgt. Fiir den Vektor a x (b x ¢) gilt daher

ax (bxc)=a({a,db—(a,bec), acR.
Es ist somit nur noch « zu bestimmen. Fiir die Norm von a x (b x ¢) gilt
lla x (bxc)|?2 = <a<<a,c>b - <a,b>c),a((a,c>b —(a, b>c)>
— 02 ((a, &) b]*  2(a, ) (a,b) (b, ) + (@, 1))
= o?((a, ) ({a, AIBI1> - (a,b) (b, ) (2.24)
+ () ({0, 5)el]? = {a, ) (b, )
= a2(v{a, ) + (a,5)8) b x e

Fiir die letzte Gleichung wurde die explizite Gestalt von § und v benutzt.
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Andererseits gilt, nach Lemma 2.7, a x (b X ¢) = a, x (b x ¢) und daher
lla > (bx c)|[* = flan x (b x ¢)[I* = llan|*|lb x ¢||*. (2.25)
Vergleicht man (2.24) und (2.25), so muf}

a?(v{a, c) + {a,b)8) = l|an|”
gelten. Fiir a,, gilt aber (siehe (2.22))

HanH2 = (an, an) = (Bb + ¢, b+ c)
= B2|IblI* + 267(b, ) +7*|le]?
= B(BIbI? + (b, ) +7(8(b, ) +]cll?)
= B(a, b) +v({a, ).
Daraus folgt a? = 1, d.h.
a = *+1.

Man beachte, dass ||ay|| 7# 0 vorausgesetzt werden kann. Denn a,, = o bedeutet a = §(b X ¢)
mit § € R und dieser Fall wurde bereits oben erledigt.

Wir haben also noch zu zeigen, dass @ = 1 ist. Dazu beweisen wir zunéchst, dass a =