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 Differentialgleichungen beschreiben Beziehungen
zwischen Funktionen und ihren Ableitungen.

* Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung ist gegeben
durch G(x,y,y,y"y®,...y™)=0,

wobei die Ordnung der Differentialgleichung die héchste
Ableitung ist, die in der Gleichung auftritt.

* Eine Losung der Differentialgleichung ist eine tGber
einem Definitionsbereich D ¢ R n-mal
differenzierbare Funktion y = f(x), die mit ihren
Ableitungen in die Differentialgleichung eingesetzt, diese
far alle x €D erfillt.

e Man unterscheidet die allgemeine Ldsung (mit reellen
Konstanten), und die spezielle L6sung, die durch eine
spezielle Wertzuweisung fur die Konstanten bestimmt ist.
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 Differentialgleichungen und Integralrechnung?

» Die Stammfunktion S(x) einer Funktion f(x) ist
definiert als eine differenzierbare Funktion, deren
Ableitung die Bedingung

S'(x) = f(x)
erfullt.

» D.h. die Stammfunktionen einer gegebenen Funktion
f(x) sind gerade die Losungen der
Differentialgleichung erster Ordnung

y'=1(x),

die somit einfach durch Integrieren gelOst werden
kann.
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Differentialgleichung mit trennbaren Variablen

o Seien p(x) und q(y) reelle Funktionen, so heil3t die
Differentialgleichung erster Ordnung
y'=p(x)-q(y)
eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen.
» Der Losungsweg flr eine solche Differentialgleichung ist wie folgt:
» Indem many’ durch den Differentialquotienten ersetzt, erhalt man
Y = px)-a(y) -
» Diese Gleichung kann man umformen zu
L dy = p(x)-dx
» Sind nun die beicthe% Funktionen —) und p(x) integrierbar, so gilt
jﬁ dy = [ p(x) dx
H(y) = P(x) +c,
> vv(ol;e_i tH(y) eine Stammfunktion ZUyq(y) und P(x) eine Stammfunktion zu
p(x) ist.

oder
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Differentialgleichung mit trennbaren Variablen (Fort.)

> Ist die Funktion H(y) invertierbar, so ergibt sich damit die allgemeine
LOsung der obigen Differentialgleichung als

y=H(P(x)+¢) fiir ceR beliebig,
wobei man hier darauf achten muR, daR man den Definitionsbereich auf
die Menge D= {x‘ HL(P(X) +¢) ist erklart} einschrankt.

» Bemerkung: Ist der Bildbereich der Funktion H die
Menge aller reellen Zahlen, dann ist der
Definitionsbereich der Losungsfunktionen gleich dem
der Funktion P(x). Ist dies jedoch nicht der Fall, so
kann der Definitionsbereich flr jede spezielle Losung,
also in Abhéangigkeit vom Wert der Konstanten c,

verschieden sein.
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Differentialgleichung mit trennbaren Variablen (Fort.)
 Fr die Differentialgleichung mit trennbaren Variablen
y'=p(x)-a(y)
sei die Funktion p(x) mtegrlerbar mit der Stammfunktion
P(x)+c, und die Funktion —— integrierbar mit der
Invertierbaren Stammfun(1<t|on H(y). Dann sind die

Losungen der Differentialgleichung mit trennbaren
Variablen die Funktionen

f(x)=H*(P(x) +c) fiir ceR beliebig,
mit den jeweiligen Definitionsbereichen
= x| H(P( +c) st erklart.
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Lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.

« Seien a(x) und b(x) stetige Funktione, so heilt
y" = a(x)-y+b(x)
eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

e Ist b(x) =0, so heilt die Differentialgleichung homogen,
sonst iInhomogen.

 Sind die Funktionen a(x) = a und b(x) = b konstante
Funktionen, so heil3t die Differentialgleichung

y' =ay+b
eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.
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Lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. (Fort.)

o Seien a(x) und b(x) Gber dem Definitionsbereich D c R
stetige Funktionen, und sei A(x) eine Stammfunktion zu
a(x), so besitzt die lineare Differentialgleichung

y' = a(x)-y+b(x)
die allgemeine LOsung
f(x)=e*0(c+ [b(x)-e*®dx) firc e R,
mit dem Definitionsbereich D.

« F0r die homogene Differentialgleichung (b(x) = 0)
vereinfacht sich die allgemeine L6sung zu

fx)=c-e*™ firceR,
ebenfalls mit dem Definitionsbereich D.
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Lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. (Fort.)
* Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten
y' =ay+b
* besitzt die allgemeine Losung

c-ef"x—E fira=0,b=0
a

f(x) =4c-e* fura=0,b=0 fur ceR

C+b-X fira=0

mit dem Definitionsbereich D = R.
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