WIRTSCHAFTSMATHEMATIK 2 BLATT 5

Funktionen von mehreren reellen Variablen

Anmerkung zu den Beispielen: Die mit (x) gekennzeichneten Beispiele sind als weiterfihrende
Beispiele zu sehen und werden nur nach Mafgabe der in der Ubung verfiigbaren Zeit gerechnet.

Anmerkung zum Stoff: Gemafl der Vorlesungsinhalte sollten Sie die Definitionen folgender
Begriffe beherrschen:

Kapitel 5.1: Stetigkeit, Isoquante, Homogenitét, quadratische Form.

Kapitel 5.2: Gradient, Partielles Differential, Hessesche Matrix, lokale Maximalstelle, lokale
Minimalstelle, stationdrer Punkt, Sattelpunkt.

Kapitel 5.3: Grenzprodukt, Partielle Elastizitat, Kreuzpreiselastizitéit, Faktorelastizitit, Grenz-
rate der Substitution, Cobb-Douglas-Produktionsfunktion, ACMS-Produktionsfunktion.

1. Gegeben sei f: R* = R mit f(x1, 25) = (11 — 2)? + (23 + 1)% — 4.

(a) Skizzieren Sie die Isoquanten dieser Funktionen zu den Werten ¢=0, ¢=>5 und c¢=12 !
(b) Kennzeichnen Sie in der Ebene die Menge {(x1, 22) € R | f(z1, 29) < 0} !
(c) Kennzeichnen Sie in der Ebene die Menge {(z1, 22) € R | 5 < f(zy, x2) < 12}!
(d) Bestimmen Sie den Bildbereich der Funktion!
2. Gegeben sei eine Funktion von zwei Variablen mit der Definitionsmenge
D={(z,y) e R x R|2?—y <0 A 2y+z <6} dem Wertevorrat R und dem Graphen
{(z, 9, 2) [ (z,y) € DA z(= [z, y)) =30z + 10y + 200}
(a) Schraffieren Sie in der z-y-Ebene den Definitionsbereich D!
(b) Skizzieren Sie in der z-y-Ebene die Isoquanten I, dieser Funktion zu den Werten ¢ = 200

und ¢ = 300!

3. Bestimmen Sie fiir die Funktion f(x,y) = 2%y —vy® + 2 In(y?) die groftmogliche Definitions-
menge!

4. Gegeben sei die Funktion f(a,b) = 4a + 2b* — 8.
(a) Bestimmen Sie den groftmoglichen Definitionsbereich der Funktion!
(b

(c
(d

(e) Ist diese Funktion homogen?

Ist diese Funktion in den Variablen ¢ bzw. b monoton?
Skizzieren Sie die Isoquanten I. zu ¢ = —8 und ¢ = 0!
Ist diese Funktion stetig?

)
)
)
)

5. Man betrachte folgende Produktionsfunktion: f(A, K) =100 A%6 . K03

(a) Geben Sie einen 6konomisch sinnvollen Definitionsbereich an!
(b) Bestimmen Sie den Homogenitétsgrad!

(¢) Geben Sie zeichnerisch (Skizze) alle Kombinationen von A (Arbeit) und K (Kapital) an,
die zu einer Produktion zwischen 100 und 120 Einheiten fithren, wenn von A maximal
3 Einheiten und von K maximal 4 Einheiten zur Verfiigung stehen!
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11.

12.

Gegeben ist die Matrix C' der quadratischen Form 27 - C' -z mit C' = ( _31 _21 ) .

(a) Geben Sie f(x) explizit an.
(b) Ist die quadratische Form positiv oder negativ definit?

Gegeben ist die quadratische Form f(z,y, z) = 5y* — 4wy — 22% + 322 — 8yz.

(a) Bestimmen Sie die Matrix C' der quadratischen Form.
(b) Ist die Funktion definit?

Gegeben sei die Funktion f(z,y) = 3z — 2zy + 4y + 10.

(a) Bestimmen Sie die Hessesche Matrix — allgemein und an der Stelle (1, 2)!

(b) Bestimmen Sie den Gradienten von f — allgemein und an der Stelle (1,2) — und inter-
pretieren Sie Ihr Resultat!

(c) Geben Sie die Richtungsableitung von f — allgemein und an der Stelle (1,2) — in Rich-
tung der beiden Einheitsvektoren, in Richtung des Vektors z = (3, 5) und in Richtung
des steilsten Funktionsanstiegs an! Interpretieren Sie Thr Resultat!

Betrachten Sie die Funktion f(z,y) = (x + 1)*> + (y + 3)? iiber dem Definitionsbereich
[—2,4] x [-1,5].

(a) Bestimmen Sie die lokale Minimalstelle und den Minimalwert unter der Annahme, dass
der Definitionsbereich R x IR ist! Andert sich Thre Antwort, wenn die Definitionsmenge
auf den in der Angabe angefiihrten Bereich eingeschrankt wird?

(b) Skizzieren Sie die Isoquanten dieser Funktion zu ¢ = 1,¢=9 und ¢ = 25!
(¢) Wo nimmt diese Funktion iiber ihrem Definitionsbereich das globale Maximum bzw.

Minimum an und wie grof§ ist dieses Maximum (Minimum)?

Gegeben sei die Funktion f(z,y) = In(1 + 4zy?).

(a) Untersuchen Sie f auf stationére Punkte.
(b) Wie lautet die Hesse Matrix.

(c) Skizzieren Sie die Isoquante zum Niveau f(z,y) = 0.

(%) Gegeben sei die Funktion f(z,y) = \/v22+y — z.

(a) Wie lautet die Definitionsmenge von {7
(b) Skizzieren Sie die Definitionsmenge von f!

(c) Wie verandert sich der Funktionswert ndherungsweise, wenn man, ausgehend von Punkt
P(0,1), eine Einheit in Richtung (2,1) geht?

(d) Skizzieren Sie die Isoquante zum Niveau ¢ = 1!
Gegeben sei die Funktion f(z, y, 2) = 3% + 2zy + €.

(a) Bestimmen Sie alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen und die Hessesche Matrix
an der Stelle (2,3,0)!

(b) Um wie viele Einheiten &ndert sich der Funktionswert ndherungsweise, wenn z, ausge-
hend von der Stelle (2,3,0), um eine Einheit erhtht wird?
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(¢) Um wie viele Einheiten &ndert sich der Funktionswert exakt, wenn z, ausgehend von
der Stelle (2,3,0), um eine Einheit erhoht wird?

(d) Bestimmen Sie die niherungsweise und exakte Anderung des Funktionswertes zwischen
den Argumentpunkten (2,3,0) und (2.3, 3.2, 0.1) mit Hilfe des totalen Differentials!
(Hinweis: Zur Verdeutlichung wurde hier ,,.“ als Komma verwendet)

Gegeben sei die Kostenfunktion
K(z,y) =ax’ +y° —ay* +5

Derzeit werden x = 1 und y = 4 Einheiten der Giiter 1 und 2 produziert. Es ist bekannt,
dass die Kosten, ausgehend von den derzeitigen Produktionsmengen, bei Produktion einer
zusétzlichen Einheit von Gut 1 und gleichbleibender Produktionsmenge von Gut 2 die Kosten
ndherungsweise um 8 Einheiten wachsen.

(a) Bestimmen Sie den Parameter a!
(b) Die Erlssfunktion hat die Form E(z,y) = —zy? + 24z + 3y. Wo liegt das Gewinnma-

ximum?

Die Nachfrage nach einem Gut héngt nicht nur vom Preis p; dieses Gutes, sondern auch
vom Preis p, eines zweiten Gutes ab:

p1+ p%
P1

N(plap2) =

(a) Bestimmen Sie eine konomisch sinnvolle Definitionsmenge der Nachfragefunktion!

(b) Bewirkt ein Steigen von p; eine Erhéhung oder eine Senkung der Nachfrage? Warum?
)
)

(c

(d) Berechnen und interpretieren Sie die Kreuzpreiselastizitét!

Reagiert die Nachfrage elastisch oder unelastisch auf Verdnderungen von p,?

Ein Monopolunternehmen bietet zwei Produkte an, fiir die folgende Preis-Absatz-Funktionen
gelten:

p1 =256 —3q1 — 2
p2 =222+ q1 — 5q2,

wobei p; die Preise und ¢; die Mengen fiir ¢+ = 1, 2 bezeichnen. Die Kostenfunktion lautet:

K(q, @) =qi + g2 + 45 -

Bestimmen Sie die gewinnmaximalen Ausbringungsmengen ¢; und ¢; und berechnen Sie den
dabei erzielten Gewinn!

Eine Unternehmung erzeugt 3 Produkte. Aufgrund eines Engpasses in einer Produktions-
anlage kann derzeit nur das Giiterbiindel (10,20, 15) erzeugt werden. Die Gewinnfunktion
lautet

G(z,y, z) = 2* + 22y + 3yz — 100 — 20y — 352 .

(a) Durch eine Kapazititserweiterung fallt der Engpass weg. In welchem Verhdltnis sollen
zusdtzliche Ausbringungsmengen der 3 Produkte stehen, damit der Gewinn moglichst
grof} wird?



(b) Wie éndert sich der Gewinn nidherungsweise, wenn, ausgehend von der derzeitigen Aus-
bringungsmenge, eine marginale Produktionssteigerung im Verhéltnis 1 : 2 : 2 durch-
gefithrt wird?

17. Ein gestresster Manager schitzt den Nutzen aus seiner Freizeit  und seiner Arbeitszeit y.

Er kommt zu folgender Nutzenfunktion: U(x,y) = (;J'ry;)4 .

(a) Ist der Wert der Nutzenfunktion unabhéngig davon, ob man z und y in Stunden, Tagen,
Wochen oder Monaten ausdriickt?

(b) Berechnen Sie den Grenznutzen der Freizeit z!
(c) Woist der Grenznutzen der Freizeit positiv bzw. negativ? Geben Sie eine Interpretation!

(d) Der Manager verbringt derzeit zehn Monate des Jahres im Biiro und hat zwei Monate
Freizeit. Er iiberlegt, ein Monat weniger zu arbeiten und ein Monat mehr Freizeit zu

genieflen. Berechnen Sie die dadurch bewirkte Nutzendnderung mit Hilfe des totalen
Differentials!

18. Die Faktoreinsatzmengen fiir die Produktionsfunktion f(A, K) = 5AY?. K3/* betragen A =
1000, K = 800.

(a) Um wieviel Prozent steigt die Produktionsmenge, wenn — bei gleichbleibendem K — A
auf 1010 erhoht wird? Berechnen Sie die Anderung exakt und ndherungsweise!

(b) Wie viele Einheiten von A muss man néherungsweise zusitzlich einsetzen, um eine

Einheit von K zu ersetzen, wenn das Produktionsniveau dabei unverédndert bleiben
soll?

(c) Gilt fiir beide Faktoren das Ertragsgesetz?
(d) Skizzieren Sie die Isoproduktkurve zur Produktionsmenge in der Héhe von 5 !

19. Der Einsatz von z; Arbeitsstunden auf z, Hektar Ackerland ergibt f(x1, z3) = 18x29 —
3z% — 22 Zentner Kartoffeln.

(a) Bestimmen Sie die Grenzproduktivitidt und die Durchschnittsproduktivitét beider Fak-
toren!

(b) Zeichnen Sie die Grenzprodukt-Kurve fiir den Faktor Arbeit, wenn 10 Hektar Land
bebaut werden! Interpretieren Sie das Ergebnis!

(c) Zeigen Sie, dass bei konstantem Faktor z, die Durchschnittsproduktkurve und die
Grenzproduktkurve des Faktors Arbeit einander immer dort schneiden, wo die Durch-
schnittsproduktkurve ein Maximum annimmt! Wo liegt dieser Schnittpunkt?

20. Eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion in zwei Variablen habe die beiden Faktorelasti-
zitaten

a = 0,37 und S = 0,54. Die Produktionsmenge an der Stelle (1,1) betrage 50.
(a) Bestimmen Sie den Funktionsterm!

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des totalen Differentials die gendherte Produktionszunahme,
wenn statt (1,1) die Faktormengen (1,04; 0,98) eingesetzt werden!

(¢) Um wieviel Prozent weicht die unter (b.) ermittelte Produktionszunahme von der ex-
akten Produktionszunahme ab?

21. (%) Gegeben sei die folgende Funktion:

F(z) = ayer ¥



(a) Bestimmen Sie die Nullstellen der ersten partiellen Ableitungen!

(b) Untersuchen Sie die Funktion auf Maxima und Minima



